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第 1 章 绪 论 


教学 提示 : 本 章 学 习 的 主要 内 容 是 结构 力学 的 研究 对 象 和 任务 、 结构 的 分 类 和 研究 方 
法 ;讨论 结构 计算 简 图 的 简化 原则 、 结 点 和 支 座 的 简化 方法 , 给 出 了 杆 件 结构 的 分 类 和 荷载 
的 分 类 。 

教学 要 求 : 学 生 应 熟悉 结构 力学 的 研究 对 象 和 任务 。 了 解 结构 计算 简 图 的 简化 原则 及 
简化 要 点 , 能 合理 对 支 座 和 结 点 进行 简化 , 并 能 针对 具体 情况 进行 具体 分 析 , 熟练 地 画 出 物 
体 的 计算 简 图 。 了 解 杆 件 结构 的 分 类 , 荷载 的 分 类 。 




















1.1 ”结构 力学 的 研究 对 象 和 任务 


1.1.1 结构 和 结构 的 分 类 


在 工程 中 ， 能 承受 荷载 起 到 骨架 作用 的 物体 或 体系 称 为 结构 。 例 如 工业 与 民用 建筑 中 
的 桥梁 体系 、 工 业 厂 房 、 公 路 桥梁 、 铁 路 上 的 桥梁 、 立 交 桥 等 。 结 构 按 几何 尺度 可 分 为 杆 
件 结构 、 板 壳 结 构 和 实体 结构 等 3 类 必 按 长 度 人 、 宽 度 及 厚度 有 来 考虑 ， 记 >bp，[>>h 为 
杆 件 结构 ，h<<1，h<<b 为 板 壳 结构 并 1b~h 为 实体 结构 > 


1.1.2 ”结构 力学 的 任务 和 研究 方法 


结构 力学 作为 力学 的 一 个 分 支 ， 其 研究 对 象 甚 广 。 本 书 仅 限 于 由 杆 件 所 组 成 的 平面 体 
系 ， 即 平面 结构 。; 以 此 为 对 象 的 结构 力学 称 将 杆 系 结构 力学 ， 也 称 为 经 典 结构 力学 。 

结构 力学 讨论 的 问题 有 以 下 4 方面 ， 

(1) 结构 的 计算 简 图 的 合理 选择 和 杆 件 结构 的 组 成 规律 。 

(2) 结构 的 受 力 性 能 和 合理 的 结构 形式 。 

(3) 在 各 种 因素 作用 下 结构 的 静 力 分 析 和 变形 计算 。 

(4) 结构 的 动力 性 能 和 稳定 问题 (本 教材 未 涉及 )。 

结构 力学 有 各 种 计算 方法 ， 但 都 必须 满足 以 下 3 个 基本 条 件 : 

(1) 力 系 的 平衡 条 件 。 结 构 的 整体 或 结构 的 一 部 分 (如 一 部 分 杆 件 、 杆 件 的 一 部 分 及 杆 
件 的 结 点 等 ) 都 应 满足 力 系 的 平衡 条 件 。 

(2) ”变形 连续 条 件 。 一 方面 是 指 结构 的 杆 件 发 生 各 种 变形 后 仍 是 连续 的 ， 没 有 重 赤 或 
缝隙 ， 另 一 方面 指 结构 发 生变 形 和 位 移 后 ， 仍 应 满足 结构 的 支 座 和 结 点 的 约束 条 件 。 

(3) 物理 条 件 。 即 把 结构 的 应 力 和 应 变通 过 物理 方程 联系 起 来 ， 如 轴 向 应 力 和 轴 向 应 
变 、 剪 切 应力 和 剪 切 应 变 、 弯 曲 应 力 和 弯曲 应 变 之 间 都 应 满足 相应 的 物理 方程 。 
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1.2 计算 简 图 


1.2.1 ”结构 的 简化 原则 


实际 结构 是 很 复杂 的 ， 在 计算 时 不 可 能 采用 实际 结构 ， 在 结构 力学 的 计算 中 一 般 采 
一 个 简化 的 计算 图 形 代 蔡 实际 结构 。 简 化 的 计算 图 形 称 为 计算 简 图 ， 计 算 简 图 的 选择 原则 
如 下 。 

(1) 反映 结构 的 实际 及 主要 性 能 。 因 此 ， 选 择 计算 简 图 以 前 ， 应 搞 清 结构 杆 之 间或 杆 
件 与 基础 之 间 实 际 连接 构造 ， 以 保证 计算 的 可 靠 性 和 必要 的 精确 性 。 

(2) 略 去 细节 、 便 于 计算 。 结 构 的 实际 构造 是 很 复杂 的 ， 必 须 分 清 主 次 ， 略 去 次 要 区 。 



















































































因此 ， 选 取 计 算 简 图 是 结构 受 力 分 析 的 基础 ， 是 非常 重要 的 。 初学 者 应 对 一 般 结构 计 
算 简 图 的 选取 有 初步 的 了 解 ; 重点 应 对 结构 杆 件 之 间 连 接 的 结 点 和 杆 件 与 基础 连接 的 支 座 
的 主要 计算 简 图 有 基本 的 了 解 。 








1.2.2” 结 点 和 支 座 的 简化 
1. 结 点 的 简化 、 
匀 结 点 的 机 动 特征 是 各 杆 之 间 不 能 相对 移动 ， 可 以 绕 匀 结 点 作 自由 转动 。 受 力 特 征 能 





承受 和 传递 力 ， 不 能 承受 和 传递 力矩 人 如 图 1.1(a)、 图 1.1(6) 所 示 。 
刚 结 点 的 机 动 特征 是 各 杆 之 间 不 能 相对 移动 ， 也 不 能 相对 转动 。 受 力 特 征 是 能 承受 和 
传递 力 ， 也 能 承受 和 传递 力矩 ， 如 图 1.1(c) 所 示 。 


圆 木 弦 杆 Das ] 


oe 


(a) (b) (©) 
1.1 结 点 的 简化 
























2. 支 座 的 计算 简 诺 

















辊 轴 支 座 ”机 动 特征 是 杆 端 可 以 绕 4 点 转动 ， 且 可 沿 以 8 为 圆心 48 为 半径 圆 弧 微小 
移动 ， 但 不 能 有 竖 向 移动 。 支 座 反 力 特征 是 没有 反 力 矩 ， 没 有 水 平 支 座 反 力 。 有 竖 向 支 座 
反 力 。 如 图 1.2(a) 所 示 。 

贸 支 座 ”机动 特 征 是 杆 端 可 以 绕 锐 中 心 4 转动 ， 不 能 有 水 平方 向 和 竖 直方 向 移动 。 支 
座 反 力 特征 是 没有 反 力 矩 ， 有 水 平方 向 和 竖 直 方向 支 座 反 力 。 如 图 1.2(b) 所 示 。 
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固定 支 座 ”机 动 特征 是 杆 端 的 水 平方 向 移动 、 竖 直方 向 移动 和 转动 都 受到 限制 。 支 座 
反 力 特征 是 有 水 平方 向 、 竖 直方 向 支 座 反 力 和 反 力 偶 。 如 图 1.2(c) 所 示 。 

定向 支 座 ”机 动 特征 是 杆 端 的 竖 直 方向 移动 和 转动 都 受到 限制 。 支 座 反 力 特征 是 有 竖 
直方 向 支 座 反 力 和 反 力 偶 。 如 图 1.2(d) 所 示 。 
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固定 端 支 座 愉 是 由 支 应 





(0) (d) 
图 1.2 支 座 的 简化 
以 上 结 点 和 支 座 的 机 动 特征 和 受 力 分 析 可 以 看 出 元 约束 的 机 动 特征 和 受 力 分 析 是 紧 




















密 相应 的 。 凡 是 结 点 或 支 座 沿 某 一 方向 的 位 移 或 运动 受到 约束 时 ， 则 结 点 或 支 座 具 有 该 方 
向 的 约束 力 ; 凡 结 点 或 支 座 沿 某 一 方向 可 以 自由 位 移 或 运动 时 ， 则 它们 沿 该 方向 的 约束 力 
为 零 。 


1.2.3” 杆 件 结构 的 分 类 

1. 常用 杆 件 结构 的 类 型 

(1) 梁 的 组 成 特点 是 轴线 通常 为 直线 。 受 力 特点 是 在 竖 向 荷载 下 无 水 平 支 座 反 力 ， 内 
力 有 弯 矩 、 前 力 ， 如 图 1.3(a) 所 示 。 

(2) 拱 的 组 成 特点 是 轴线 为 曲线 。 受 力 特 点 是 在 竖 向 荷载 下 有 水 平 支 座 反 力 ， 内 力 有 
弯 矩 及 前 力 及 轴 力 ， 如 图 1.3(b) 所 示 。 

(3) 刚 架 的 组 成 特点 是 由 梁 、 柱 直 杆 用 刚 结 点 组 成 。 受 力 特点 是 内 力 有 弯 矩 、 剪 力 、 
轴 力 ， 以 弯 矩 为 主 ， 如 图 1.3(c) 所 示 。 

(4) 术 架 的 组 成 特点 是 由 两 端 为 铵 的 直 链 杆 用 贸 结 点 组 。 受 力 特 点 是 荷载 作用 于 结 点 
时 ， 各 杆 只 受 轴 力 ， 如 图 1.3(d) 所 示 。 

(5) 组 合 结构 的 组 成 特点 是 由 梁 式 杆 和 链 杆 组 成 。 受 力 特 点 是 梁 式 杆 有 弯 矩 、 剪 力 
轴 力 ， 链 杆 只 受 轴 力 ， 如 图 1.3(e) 所 示 。 
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(d) | (©) 


图 1.3 杆 件 结构 的 类 型 





2. 计算 特点 的 分 类 

(1) 静 定 结构 ， 用 静 力 平衡 条 件 可 以 唯一 确定 全 部 支 座 反 力 和 内 力 。 
(2) 超 静 定 结构 ， 不 能 由 静 力 平衡 条 件 确定 全 部 支 座 反 力 和 内 力 。 
3. 根据 杆 件 和 荷载 在 空间 位 置 的 分 类 

(1) 平面 结构 : 各 杆 件 的 轴线 和 荷载 都 在 同一 平面 内 。 
(2) 空间 结构 :各 杆 件 的 轴线 和 荷载 其 中 之 一 不 在 同 二 平面 内 。 


1.2.4 荷载 的 分 类 


荷载 是 主动 作用 于 结构 的 外 力 。 

根据 作用 时 间 的 久 暂 ， 可 分 为 以 下 几 种 。 

(1) 恒 载 (不 变 荷 载 ): 永久 作用 于 结构 上 ， 如 结构 自重 、 固 定 设备 重量 。 

(2) ” 活 载 (可 变 荷载 ): 又 分 为 可 动 荷载 和 移动 荷载 。 可 动 荷载 能 作用 于 结构 上 的 任意 
位 置 ， 如 入 群 、 雪 载 、 风 载 ， 移动 荷载 互相 平行 、 间 距 不 变 、 能 在 结构 上 移动 ， 如 列车 荷 
载 、 吊 车 荷载 。 

根据 荷载 作用 的 性 质 ， 可 分 为 以 下 几 种 。 

(1) 静 力 荷载 ， 荷载 的 大 小 、 方 向 和 位 置 不 随时 间 变化 的 荷载 [包括 只 考虑 位 置 改变 、 
不 考虑 动力 效应 的 荷载 )， 对 结构 不 产生 显著 的 振动 。 如 恒 载 、 活 载 。 

(2) 动力 荷载 : 荷载 随时 间 迅速 变化 的 荷载 ， 对 结构 产生 显著 的 振动 。 如 机 械 转动 时 
的 荷载 、 地 震 作用 、 冲 击 波 。 

如 图 1.4(a) 所 示 为 一 工业 厂房 结构 图 。 该 厂 是 钢筋 混凝土 厂房 结构 ， 梁 和 柱 都 是 预制 
的 。 柱 子 下 端 插入 基础 的 杯 口内 ， 然 后 用 细 石 混凝土 填 实 。 梁 与 柱 的 连接 是 通过 将 梁 端 和 
柱 顶 的 预 埋 钢板 进行 焊接 而 实现 的 。 在 横向 平面 内 柱 与 梁 组 成 排 架 ， 如 图 1.4(b) 所 示 ， 各 
个 排 架 之 间 ， 在 梁 上 有 屋面 板 连 接 ， 在 柱 的 牛 腿 上 有 吊车 梁 连 接 。 计 算 上 述 的 厂房 结构 时 ， 
可 采用 图 1.4(c) 所 示 的 计算 简 图 。 

该 厂房 是 由 许多 排 架 用 屋面 板 和 吊车 梁 连 接 起 来 的 空间 结构 ， 但 各 排 架 在 纵向 以 一 定 
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间距 有 规律 地 排列 着 。 作 用 于 厂房 上 的 荷载 ， 如 恒 载 、 雪 载 和 风 载 等 一 般 是 沿 纵向 均匀 
布 的 ， 通 常 可 把 这 些 荷 载 分 配给 每 个 排 架 ， 而 将 每 一 排 架 看 作 一 个 独立 的 体系 ， 于 是 
房 结构 就 由 纵向 构件 组 成 的 空间 结构 简化 为 由 一 系列 屋 架 、 柱 和 基础 组 成 的 平面 单元 ， 
图 1.4(b) 所 示 。 另 外 ， 梁 和 柱 都 可 用 它们 的 几何 轴线 来 代表 ， 是 因为 梁 和 柱 的 截面 尺寸 
长 度 小 得 多 ， 轴 线 都 可 近似 地 看 作 是 直线 。 另 外 梁 和 柱 的 连接 只 依靠 预 埋 钢 板 焊接 ， 梁 
和 柱 顶 之 间 虽 不 能 发 生 相对 移动 ， 但 仍 有 发 生 微小 相对 转动 的 可 能 ， 因 此 可 取 为 绞 结 点 。 
底 和 基础 之 间 可 以 认为 不 能 发 生 相 对 移动 和 相对 转动 ， 因 此 柱 底 可 取 为 固定 端 。 
如 图 1.4(c) 所 示 的 结构 称 为 铵 结 排 架 ， 是 单 层 工业 厂房 常用 的 一 种 结构 型 式 。 
从 以 上 分 析 可 知 ， 简 化 采用 了 以 下 的 作法 。 
(1) 屋 架 的 杆 件 ( 梁 和 柱 ) 用 轴线 表示 。 
(2) 屋 架 杆 件 之 间 的 结 点 简化 为 铵 结 点 。 
(3) 屋面 荷载 通过 屋面 板 的 4 个 角 点 以 集中 力 的 形式 作用 在 屋 架 弦 上 。 
(4) 屋 架 的 两 端 通过 钢板 焊接 在 柱 上 ， 可 将 其 端点 分 别 简化 为 匀 支 座 和 深 轴 支 座 。 






















































































杠 革 长 并 世 冰 至 














































































































(a) (b) (©) 
图 1.4 单 层 工业 厂房 结构 型 式 
结构 计算 简 图 的 选择 十 分 重要 ， 又 很 复杂 ; 需要 选择 者 有 较 多 的 实际 经 验 ， 并 善于 淹 





断 各 种 不 同 因素 的 相对 重要 性 。 对 一 些 新 型 结构 ， 往 往 要 通过 多 次 的 实验 和 实践 ， 才 能 
得 比较 合理 的 计算 简 图 ， 但 对 常用 的 结构 形式 ， 已 有 前 人 积累 的 经 验 ， 可 以 直接 取 其 党 
的 计算 简 图 。 所以， 选择 结构 计算 简 图 的 能 力 是 在 本 课程 、 后 继 结构 课程 以 及 长 期 工程 实 
践 中 逐步 形成 的 。 
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教学 提示 : 本 章 研 究 的 主要 内 容 是 体系 的 几何 方面 的 问题 。 杆 件 体系 是 由 若干 杆 件 及 
地 基 用 链 杆 、 铵 或 刚 结 点 连接 而 成 的 。 本 章 对 平面 杆 柔 的 几何 组 成 进行 分 析 , 以 解决 怎样 组 
成 的 杆 系 才能 承受 荷载 这 个 基本 问题 。 同 时, 由 于 结构 的 组 成 方式 不 同 将 影响 其 力学 性 能 
和 分 析 方 法 , 因此 , 在 分 析 结 构 受 力 、 变 形 之 前 , 也 必须 首先 了 解 结构 的 组 成 。 

教学 要 求 : 本 章 让 学 生 了 解 几何 组 成 分 析 的 目的 , 重点 掌握 以 下 基本 概念 :几何 不 变 
体 、 几 何 可 变 体 、 自 由 度 、 约束、 瞬 锐 、 必 要 约束 、 多余 约 束 、 静 定 结 构 和 超 静 定 结构 ;理解 
几何 不 变 无 多 余 约束 的 平面 杆 件 体系 的 基本 组 成 规律 。 并 能 够 熟练 地 运用 组 成 规律 分 析 各 
种 复杂 的 杆 件 体 系 。 
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2.1 概述 与 名 词 解释 





实际 工程 结构 中 ， 杆 件 结构 一 般 是 由 若干 根 杆 件 通过 结 点 间 的 连接 及 与 支 座 的 连接 组 
成 的 。 结 构 是 用 来 承受 荷载 的 ， 首 先 必须 保证 结构 的 几何 构造 是 合理 的 ， 即 它 本 身 应 该 是 
稳固 的 ， 可 以 保持 几何 形状 的 稳定 。 一 个 几何 不 稳固 的 结构 是 不 能 承受 荷载 的 。 例 如 图 
2.1(a) 所 示 结构 由 于 内 部 的 组 成 不 健全 ;尽管 只 受到 很 小 的 扰动 ， 结 构 也 会 引起 很 大 的 形 
状 改 变 。 

对 结构 的 几何 组 成 教学 分 析 称 为 几何 组 成 分 析 。 其 目的 在 于 : 判断 结构 有 无 保持 自身 
形状 和 位 置 的 能 力 :< 研究 几何 不 变 体系 的 组 成 规律 ， 为 区 分 静 定 结构 和 超 静 定 结构 及 进行 
结构 内 力 分 析 打 下 必要 的 基础 。 

在 对 结构 进行 几何 组 成 分 析 之 前 ， 先 介绍 几 个 名 词 。 

1. 几何 不 变 体系 和 几何 可 变 体系 

杆 件 结构 在 不 计 材料 应 变 的 条 件 下 ， 杆 系 的 形状 和 位 置 保持 不 变 ， 称 为 几何 不 变 体系 
(图 2.1(a))。 反 之 ， 称 为 几何 可 变 体系 (图 2.1(b))。 

显然 只 有 几何 不 变 体系 可 作为 结构 ， 而 几何 可 变 体系 是 不 可 以 作为 结构 的 。 因 此 在 选 
择 或 组 成 一 个 结构 时 必须 掌握 几何 不 变 体系 的 组 成 规律 。 
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(a) 几何 可 变 体系 (b) 几何 不 变 体系 
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2. 自由 度 5S 

判断 一 个 体系 是 否 可 变 ， 涉 及 到 体系 运动 的 自由 度 问 题 。 物 体 或 体系 运动 时 ， 彼 此 可 
以 独立 改变 的 几何 参数 的 个 数 ， 称 为 该 物体 或 体系 的 自由 度 。 换 句 话说 ， 一 个 物体 或 体系 
的 自由 度 就 是 它 运动 时 可 以 独立 改变 的 坐标 个 数 。 












































点 在 平面 内 的 自由 度 为 S-2 : (x，y)， 图 2.2 为 点 的 自由 度 。 












































所 谓 刚 片 ， 就 是 几何 形状 不 变 的 部 分 。 由 于 我 们 在 讨论 体系 的 几何 构造 时 是 不 考虑 材 
料 变形 ， 因 此 可 以 把 一 根 粱 、 一 根 柱 、 一 根 链 杆 甚至 体系 中 已 被 确定 为 几何 不 变 的 部 分 看 
如 2.3 所 示 为 一 平面 内 刚 片 。 
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图 2.2 平面 内 点 的 自由 度 图 2.3 平面 内 刚 片 的 自由 度 
刚 片 在 平面 内 的 自由 度 为 5=3: (x y，p )。 
3. 约束 
约束 是 指 限 制 物体 或 体系 运动 的 各 种 装置 ;分 外 部 约束 (体系 与 基础 之 间 的 联系 ， 即 
i si eh ites ee 由 于 结构 是 由 各 种 构件 通过 约束 
合成 不 变 体系 的 ” 它 世 度 应 该 等 于 或 小 于 零 ， 所 以 约束 也 是 能 减少 刚 片 自由 度 的 装 
置 。 nan ED 
(1) 链 杆 。 
链 杆 可 减少 一 个 自由 度 ， 相 当 于 一 个 约束 ， 如 图 2.4 所 示 。 












































图 2.4 链 杆 约束 


(2) 单 贸 。 
一 个 单 铵 可 以 减少 两 个 自由 度 ， 相 当 于 两 个 约束 ， 如 图 2.5 所 示 。 
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图 2.5 单 铵 约束 
(3) 复 贸 。 
所 谓 复 镜 ， 是 指 连接 两 个 以 上 刚 片 的 锐 ， 如 图 
ee 相当 于 nn 一 1 个 单 贸 。 
(4) 刚 结 
| 线 直 


纳 品 目 





2.6 所 示 。 





减少 3 个 自由 度 


图 2.6 复 匀 约 束 
4. 必要 约束 和 多 余 约 束 
所 谓 必要 约束 ， 是 指 保证 体系 几何 不 变 所 需 的 最 少 的 、 
外 的 约束 就 称 为 多 余 约 束 。 多 余 约束 不 改变 体系 的 自由 度 。 
5. 瞬 变 体系 
屏 变 体系 指 原 
3 根 互相 平 
位 移 A 后，pB= 


图 2.7 


是 几何 可 变 ， 
但 ed 


， 及- 他， 











刚 片 


微小 
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2.8” 瞬 变 体系 























， 相 当 于 3 个 约束 ， 如 图 2.7 所 示 。 


合理 约束 ; 


经 微小 位 移 后 又 成 为 几何 不 变 的 体系 。 


于 zB,z PB,， 也 就 是 说 当 两 刚 片 发 生 了 微小 的 相对 运动 后 ，3 根 链 杆 就 不 再 平 


刚 结 点 


相反 ， 必 要 约束 以 


图 2.8 所 示 两 个 


刚 片 工 相对 刚 片 发 生 一 





民 
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了 ， 也 不 交 于 一 点 ， 故 体系 就 变 成 了 不 可 变 体系 。 这 种 在 短暂 的 瞬间 是 几何 可 变 的 体系 称 
为 瞬 变 体系 。 瞬 变 体系 的 几 种 情况 如 下 。 

(1) 两 个 刚 片 用 3 根 互相 平行 但 不 等 长 的 链 杆 联结 ， 如 图 2.8 所 示 。 

如 果 3 根 链 杆 互相 平行 又 等 长 ， 体 系 是 可 变 的 ， 如 图 2.9 所 示 。 








图 2.9 几何 可 变 体系 
(2) 两 个 刚 片 用 3 根 其 延长 线 交 于 一 点 的 链 杆 联结 < 





图 2.10” 瞬 匀 ( 虚 贸 ) 

图 2.10 中 3 根 链 杆 的 延长 线 交 于 点 “O”， 两 刚 片 在 瞬间 就 会 发 生 绕 “O” 点 的 相对 
转动 ， 但 是 在 短暂 的 运动 发 生 以 后 ，3 根 链 杆 的 延长 线 不 再 交 于 一 点 ， 体 系 就 变 成 了 不 可 
变 体 系 。“O” 称 为 虚 贸 或 瞬 匀 。 如 果 3 根 链 杆 直接 交 于 点 “O”， 则 组 成 的 是 可 变 体系 ， 
如 图 2.11 所 示 。 此 时 “O” 称 为 实 贸 。 

[ ] 














图 2.11 实 贸 
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(3) 3 个 刚 片 用 3 个 在 一 条 直线 上 的 贸 两 两 联结 。 























2.12，” 瞬 变 体系 


图 2.12 中 ， 在 C 点 两 刚 片 (1 、ID 有 共同 的 运动 趋势 ， 因 此 它们 可 沿 公共 切线 做 微小 
的 运动 ， 但 运动 以 后 ，3 个 铵 就 不 再 共 线 ， 体 系 变 成 了 不 可 变 体系 。 

(4) 3 个 刚 片 用 3 对 链 杆 联 结 情况 。 

@ 一 对 链 杆 平行 。 

图 2.13(a) 中 ， 两 虚 贸 (0,、0, ) 的 连 线 与 组 成 无 穷 远 贸 ( D ) 的 两 链 杆 平行 ， 体 系 是 豚 变 
的 。 著 两 虚 匀 变 成 两 实 鲜 ， 如 图 2.13(b) 所 示 ， 且 过 线 与 组 成 无 穷 远 锐 的 链 村 平行， 体系 
也 是 瞬 变 的 。 若 两 虚 匀 的 连 线 与 组 成 无 穷 远 匀 的 链 杆 不 平行 ， 体 系 是 不 变 的 。 











Os 


Or O: 
(a) 两 虚 贸 连 线 与 组 成 无 穷 远 匀 两 链 杆 平行 (b) 两 实 铵 连 线 与 组 成 无 穷 远 铵 两 链 杆 平行 
图 2.13 一 对 链 杆 平行 
@ 两 对 链 杆 平 


辣 





(a) 两 对 链 杆 平行 (b) 两 对 链 杆 不 平行 
图 2.14 ”两 对 链 杆 平行 
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组 成 无 穷 远 铵 的 两 对 链 杆 互相 平行 ， 体 系 是 瞬 变 的 ， 如 图 2.14(a) 所 示 。 组 成 无 穷 远 贸 
的 两 对 链 杆 互相 不 平行 ， 体 系 是 几何 不 变 的 ， 如 图 2.14(b) 所 示 。 若 组 成 无 穷 远 铵 的 两 对 
链 杆 互相 平行 又 等 长 ， 体 系 是 可 变 的 。 

@ 3 对 链 杆 都 平行 。 
图 2.15 所 示 结 构 中 ， 组 成 体系 中 3 个 瞬 铵 的 3 对 链 杆 两 两 平行 ， 所 组 成 的 结构 体系 
淫 变 的 。 

尽管 瞬 变 体系 在 经 过 微小 的 位 移 后 可 以 变 成 几何 不 变 体系 ， 但 瞬 变 体系 不 能 作为 结构 
使 用 ， 如 图 2.16 所 示 结 构 为 一 瞬 变 体系 。 
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2.15 ”三 对 链 杆 都 平行 2.16 瞬 变 体系 1 
由 静 力 平衡 条 件 : 
Yad Kew (2-1) 
> MA,=0 RL+ Reh=Pa (2-2) 
> Me=0X RL+Rih=Pb (2-3) 


其 中 Ri 、Rs 和 Re 分别 为 杰 - 了 3 和 C 支 座 的 支 座 反 力 由 式 (2-2) 式 (2-3) 得 ，R, 关 Re ， 与 式 
(2-1) 矛 盾 ， 因 此 无 解 这 是 因为 瞬 变 体系 在 图 示 状态 是 可 变 的 ， 因 此 不 能 运用 平衡 原理 。 
再 看 一 个 例子 全 如 图 2.17 所 示 为 一 瞬 变 体系 ; 经 过 微小 的 位 移 6 后 ， 变 成 几何 不 变 体系 。 





Nap Ngc 
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图 2.17 瞬 变 体系 2 
取 C 结 点 研究 ， 由 静 力 平衡 条 件 : 
>7=0 2Nosinp=P 




















得 到 : 
= 
2sinp 
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车 很 小 ，N6 就 趋向 无 穷 大 。 


昌 此 可 以 看 出 ， 瞬 变 体系 是 不 能 作为 结构 使 

















的 。 
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2.2 ”体系 的 计算 自由 度 





为 了 能 对 结构 的 几何 组 成 分 析 进 行 量化 ， 引 入 计算 自由 度 丈 的 概念 。 在 给 出 计算 自 
度 下 的 定义 前 ， 先 给 出 计算 自由 度 5 的 算法 。 假 设 结构 体系 中 约束 都 不 存在 ， 各 构件 
4 自由 度 综合 为 a 再 确定 结构 体系 的 必要 约束 个 数 为 c， 则 结构 体系 的 自由 度 5 为: 
S=a-c (2-4) 
在 使 用 式 (2-4) 前 必须 区 分 必要 约束 和 多 余 约束 ， 这 个 问题 往往 很 困难 。 为 了 回避 这 个 
困难 ， 构 造 新 的 参数 计算 自由 度 到 : 

W=a-d (2-5) 
式 中 ，d 全 部 约束 个 数 ， 避 免 了 研究 哪些 约束 是 多 余 约束 m 的 难题 。 

由 于 多 余 约 束 和 必要 约束 的 和 就 是 全 部 约束 ， 所 以 有 

S-W=m (2-6) 
式 (2-6) 就 是 计算 自由 度 WV、 自由 度 S$， 多 余 约 束 m 3 者 之 间 的 关系 。 下 面 由 式 (2-5) 导 出 多 
4 两 种 具体 算法 。 

(1) 把 结构 体系 看 成 是 由 刚 片 受 约束 而 组 成 的 3 

以 疡 表示 体系 中 刚 片 的 个 数 ， 则 刚 片 的 总 自由 度 为 3p。 以 g 代 表单 刚 节点 的 个 数 ( 复 
束 应 事先 拆 成 单 约束 )， 瑚 代表 单 铵 节点 企 数 ， 玉 代 表单 链 杆 个 数 ， 则 总 的 约束 个 数 为 
3g+2h+b。 体 系 的 计算 自由 度 矿 为 : 








































































































次 


W¥=3p-(3g+2h+D) (2-7) 
(2) 把 体系 看 成 节点 受 链 杆 的 约束 而 组 成 的 。 
以 j 代表 节点 个 数 , -BI 代表 单 链 杆 个 数 ， 则 体系 的 计算 自由 度 矿 为 : 
W=2j=b (2-8) 
由 式 (2-7)s 式 (2-8) 算 出 的 万 值 可 能 为 正 、 负 或 零 。 所 以 根据 算出 的 下 值 还 不 能 得 出 
自由 度 S 和 多 余 约 束 m 的 确切 值 ， 但 可 以 得 出 它们 的 差 值 S$-m=， 也 可 以 得 出 S$ 入 
的 下 限 值 ， 从 而 得 出 以 下 定性 结论 ， 见 表 2-1。 











表 2-1 
1 的 数值 几何 组 成 性 质 
| 体系 是 几何 可 变 的 
10 | 车 无 多 余 约 束 则 为 几何 不 变 ， 如 有 多 余 约 束 则 为 几何 可 变 
0 体系 有 多 余 约束 。 若 为 体系 几何 不 变 ， 则 为 超 静 定 结构 





【 例 2-1】 计算 图 2.18 所 示 结 构 的 计算 自由 度 。 
解 ， 把 图 2.18(a) 所 示 体 系 的 全 部 支 座 去 掉 以 后 ， 剩 下 的 是 一 个 内 部 有 多 余 约束 的 刚 片 。 








如 果 再 在 截面 G 处 切 开 ， 这 样 才 变 为 无 多 余 约束 的 刚 片 ， 如 图 2.18(b) 所 示 。 按 式 (2-7) 计 
算 ， 刚 片 数 p=1， 链 杆 个 数 =4， 匀 结 数 ji=0,，4、B、G ”3 处 的 单 刚 结 数 gs=3， 因 此 ， 
灭 =3Dp-(3g+21+ 芒 =3xl-(3x3+2x0+4)=-10， 由 于 这 个 体系 是 几何 不 变 的 ， 故 自 
由 度 为 零 ， 因 此 ， 由 式 (2-6) 可 以 求 出 多 余 约 束 数 m 如 下 。 
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m=S—W=0-(-10)=10 
这 是 一 个 具有 10 个 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 。 


(a) (b) 
图 2.18 计算 自由 度 


2.3 平面 几何 不 变 体 系 的 基本 组 成 规则 


本 节 讨 论 无 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 的 组 成 规则 , 它 是 几何 组 成 分 析 的 基础 。 

1. 1 个 点 与 1 个 刚 片 之 间 的 联结 方式 (图 2.19) 

规律 1: 1 个 刚 片 与 1 个 点 用 两 根 链 杆 相连 ， 且 3 个 铵 不 在 一 条 直线 上 ， 则 组 成 几何 
不 变 体系 ， 并 且 没 有 多 余 约束 。 

将 图 2.20 所 示 的 部 分 称 为 三 元 体 ， 则 以 上 规律 还 可 以 这 样 叙述 : 在 1 个 刚 片上 加 上 
1 个 二 元 体 ， 仍 为 无 多 余 约束 的 几何 不 变 体系 。 即 在 一 个 体系 上 加 上 或 去 掉 1 个 二 元 体 ， 
是 不 会 改变 体系 原来 性 质 的 。 这 一 规律 称 为 二 元 体 法 则 。 








图 2.19 点 与 刚 片 联结 图 2.20 二 元 体 
利用 以 上 规律 ， 可 以 组 成 所 需 的 不 变 体系 ， 如 图 2.21 所 示 。 
H G F E 
4 B 
© D 


图 2.21 不 变 体 系 
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2. 2 个 刚 片 之 间 的 联结 方式 


在 图 2.19 的 基础 上 ， 将 一 根 链 杆 看 做 刚 片 ， 如 图 2.22 所 示 。 这 时 二 者 在 几何 组 成 性 
质 上 是 等 价 的 ， 即 图 2.22 所 示 结 构 也 是 无 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 。 于是， 我们 可 以 得 
到 以 下 规律 。 

规律 2，2 个 刚 片 用 一 个 铵 和 一 根 链 杆 相 联结 ， 且 3 个 匀 不 在 一 条 直线 上 ， 则 组 成 几 
何不 变 体系 ， 并 且 无 多 余 约 束 。 这 一 规律 称 为 两 刚 片 法 则 。 

(3) 3 个 刚 片 之 间 的 联结 方式 

在 图 2.19 的 基础 上 ， 将 其 中 的 两 根 链 杆 均 看 作 刚 片 ， 如 图 2.23 所 示 。 这 时 它 仍然 是 
无 多 余 约束 的 几何 不 变 体系 。 于 是 ， 我 们 可 以 得 到 以 下 规律 。 

规律 3: 3 个 刚 片 用 3 个 铵 两 两 相连 ， 且 3 个 铵 不 在 一 条 直线 上 ， 则 组 成 几何 不 变 体 
系 ， 并 且 无 多 余 约束 。 这 一 规律 称 为 三 刚 片 法 则 。 

以 上 3 条 规律 实际 上 可 以 归纳 为 一 个 基本 规律 : 三 角形 规律 即 如 果 三 个 铵 不 共 线 ， 则 
一 个 匀 结 三 角形 的 形状 是 不 变 的 ， 而 且 没 有 多 余 约 束 。 



























































2.22 2.23 


前 面 说 过 ; 一 根 链 杆 相当 于 一 个 约束 ,一 个 单 贸 相当 于 两 个 约束 ， 因 此 一 个 单 匀 可 以 
用 两 根 链 杆 来 代替 。 于 是 ， 图 2.22 和 图 2.24 中 的 结构 在 几何 组 成 性 质 上 是 等 价 的。 因此 
两 刚 片 法 则 又 可 以 描述 如 下 。 














图 2.24 


规律 4: 2 个 刚 片 用 3 根 不 交 于 一 点 的 链 杆 相连 ， 则 组 成 几何 不 变 体系 ， 并 且 无 多 余 约 




















2.4 平面 体系 几何 组 成 分 析 示 例 








利 

















以 上 规律 ， 我 们 可 以 组 成 各 种 各 样 的 几何 不 变 体系 ， 也 可 以 对 已 组 成 的 体系 进行 
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几何 构造 分 析 。 
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. 组 装 几何 不 变 体系 
(1) 从 基础 出 发 进行 组 装 。 

巴 基 础 作为 一 个 刚 片 ， 然 后 运用 
2-2] 
图 











各 条 规律 把 基础 和 其 
分 析 下 列 结构 的 几何 组 成 性 质 ， 如 
2.25(a) 中 基础 为 几何 不 变 部 分 ， 





【 例 





图 2.25(a) 所 示 。 

















二 元 片 法 则 ， 体 系 为 无 多 余 约束 几何 不 变 体 系 ， 如 2.25(b) 所 示 。 
E 
E 
4 人 4 = 元 片 8 
(a) 
4A 了 


可 把 它 看 做 刚 片 ， 在 此 基础 上 一 次 加 上 二 元 片 ， 


它 构件 组 装 成 一 个 不 变 体系 。 




















本 








(2) 从 - 上 部 体系 出 发 进行 4 

先 运 上 
础 相连 。 
【 例 2-3】 


装 。 
各 条 规律 把 上 部 结构 组 装 成 一 个 几何 不 变 体系 ， 然 后 运 














分 析 图 2.26 所 示 结 构 的 几何 组 成 性 质 。 

















规律 4 把 它 与 基 


运 上 








将 图 2.26(a) 中 的 久 接 三 角形 4B8G、CED 看 作 刚 片 ， 两 刚 片 


贸 玉 和 链 杆 BC 联结 ， 


























于 BC 不 通过 贸 FF， 由 两 刚 片 法 则 ， 上 部 结构 为 无 多 余 约 束 几 
片 ， 另 外 将 基础 看 作 刚 片 ， 则 由 两 刚 片 法 则 ， 整 体 结构 为 无 多 余 
































何 


不 变 体系 ， 将 其 看 作 刚 


约束 几何 不 变 体系 。 








将 图 2.26(b) 中 的 贸 接 三 角形 4CD、BEF 看 作 刚 片 ， 两 刚 片上 
AF、ED 和 BC 联结 ， 由 规律 4， 




















杆 




















则 ， 整 体 结构 为 无 多 余 约束 几何 不 变 体 系 。 


上 部 结构 为 无 多 余 约束 几何 不 变 体系 。 
， 将 基础 看 作 刚 片 1， 两 刚 片 由 匀 支 座 4 和 不 通过 4 的 链 杆 支 座 B 联结 ， 由 两 刚 片 法 


不 交 于 同一 点 的 三 根 链 
将 其 看 作 刚 片 
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F 

















刚 片 开 
(b) 
图 2.26 
2.5 ”体系 的 几何 构造 与 静 定 性 
作为 实际 工程 中 的 结构 体系 ， 其 几何 组 成 必须 是 几何 不 变 的 。 而 从 上 节 的 例题 中 可 知 ， 








几何 不 变 体系 又 可 分 为 无 多 余 约 束 的 和 有 多 余 约束 的 体系 。 有 多 余 约束 几何 不 变 体系 中 的 
约束 除了 满足 几何 不 变性 的 要 求 外 ， 还 有 多 余 的 。 

对 于 无 多 余 约束 的 几何 不 变 体系 ， 结 构 的 全 部 支 座 反 力 和 内 力 都 可 由 静 力 平衡 条 件 求 
得 ， 且 为 唯一 解 ， 这 类 结构 称 为 静 定 结构 。 

对 于 有 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 ， 由 于 多 余 约束 的 存在 ， 结 构 中 的 未 知 力 的 个 数 超过 
了 静 力 平衡 方程 分 个 数 ， 所 以 此 类 结构 的 反 力 和 内 力 不 能 由 静 力 平衡 条 件 全 部 求 出 ， 必 
须 补充 其 他 条 件 才能 求 出 所 有 反 力 和 内 力 ， 比 如 补充 变形 协调 条 件 。 这 类 结构 称 为 超 静 
定 结构 。 
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1. 试 对 下 列 结构 进行 几何 组 成 分 析 。 


G F E 
H K 也 
下 
4 B 4 
(a) 
0 
H GF E D 
d C B 
(0) 
(e) 


(g 


2. 计算 上 题 中 图 示 体 系 的 自由 度 。 




















。20 。 


F 
万 E 
D 
(b) 
(D 


(d) 


(h) 


第 3 章 静 定 结构 的 内 力 计算 





教学 提示 : 本 章 结合 几 种 典型 结构 型 式 讨论 静 定 结构 的 受 力 分 析 问 题 , 涉及 静 定 平面 
梁 , 静 定 平面 刚 架 、 静 定 平面 桥架 、 拱 、 组 合 结构 等 。 内 容 包 括 支 座 反 力 和 内 力 的 计算 、 内 力 
图 的 绘制 、 受 力 性 能 的 分 析 。 静 定 结构 的 受 力 分 析 , 主要 是 确定 各 类 结构 由 荷载 所 引起 的 内 
力 和 相应 的 内 力图 。 本章 将 在 理论 力学 的 受 力 分 析 和 材料 力学 的 内 力 分 析 的 基础 上 , 主要 
是 应 用 结 点 法 、 截 面 法 和 内 力 与 荷载 之 问 的 微分 关系 来 计算 静 定 平面 梁 、 静 定 平面 刚 架 、 静 
定 平面 析 架 、 拱 、 组 合 结构 , 内 容 包 括 支 座 反 力 和 内 力 的 计算 、 内 力图 的 绘制 、 各 种 结构 受 
力 性 能 的 分 析 。 

教学 要 求 : 本 章 让 学 生 掌 握 轴 力 、 弯 和 矩 和 剪 力 的 概念 及 其 正 负 号 的 规定 ;能 灵活 运用 
结 点 法 、 截 面 法 和 内 力 与 荷载 之 间 的 微分 关系 计算 静 定 结构 的 支 座 反 力 和 各 截面 内 力 并 绘 
制 内 力图 ;理解 不 同 结构 的 受 力 特性 。 


/A 





3.1、 单 跨 静 定 梁 





静 定 结构 就 是 无 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 。 全 部 支 座 反 力 和 内 力 都 可 用 静 力 平衡 方程 
求 出 ， 且 解答 是 唯一 的 。 
平面 结构 的 任 一 杆 件 的 截面 一 般 有 3 种 内 力 ; 轴 力 N、 前 力 广 弯 矩 M。 二 力 杆 ( 链 
杆 ) 只 有 轴 力 。 甚 正 负 号 规定 如 下 ， 如 图 33 所 示 。 

轴 力 : 以 受 拉 为 正 ， 截 面 的 外 法 线 方向 画 出 。 

前 力 :以 绕 隔离 体 顺 时 针 方向 为 正 ， 截 面 的 切线 方向 画 出 。 

弯 矩 ; 不 规定 正 负 号 ， 其 值 画 在 杆 件 受 拉 纤 维 一 侧 。 






































M, 0， M; 
“人 D> Ns 
Qs 


图 3.1 平面 结构 内 力 及 其 正方 向 约定 
3.1.1 截面 法 求 指定 截面 的 内 力 









































截面 法 是 求解 结构 内 力 的 基本 方法 ， 即 将 杆 件 在 指定 截面 切 开 (图 3.2)， 取 其 中 任 一 

部 分 为 研究 对 象 ， 利 用 静 力 平衡 条 件 ， 确 定 截面 的 3 个 内 力 分 量 。 用 截面 法 取 研究 对 象 时 

应 注意 如 下 问题 。 
(1) 与 研究 对 象 (隔离 体 ) 相 连接 的 所 有 约束 都 要 切断 ， 并 以 相 适 应 的 约束 力 代 蔡 。 
(2) 不 可 遗漏 作用 于 研究 对 象 上 的 力 ， 包 括 荷载 、 约 束 力 (内 力 和 支 反 力 )。 
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(3) 对 于 未 知 力 ， 总 是 假定 为 其 正方 向 ， 如 果 求 出 的 结果 为 正 值 ， 说 明 实 际 作用 方向 
与 假设 方向 相同 ， 如 果 其 值 为 负 ， 则 说 明 实 际 作 用 方向 与 假设 相反 。 
(4) 在 利用 平衡 方程 时 ， 尽 量 避 免 解 联 立 方程 。 


i | 


图 3.2 截面 法 研究 对 象 及 内 力 表达 


内 力求 出 后 ， 用 内 力图 直观 明了 地 表示 杆 各 截面 的 内 力 变 化 ， 直 观 明了 。 作 图 时 ， 把 
内 力 的 大 小 按 一 定 的 比例 尺 ， 以 垂直 于 杆 轴 的 方向 标 出 ， 且 规定 : 剪 力 和 轴 力 画 在 杆 的 任 
一 侧 ， 标 明正 负 号 、 大 小 ; 弯 矩 画 在 杆 件 的 受 拉 纤 维 一 侧 ， 标 明 大 小 ， 不 标明 正 负 号 。 过 
程 如 图 3.3 所 示 。 


























图 3.3 ”内 力图 
3.1.2 ”内 力 与 荷载 的 关系 


为 了 能 找到 结构 内 力图 的 简化 作法 ， 现 针对 常见 的 荷载 ， 推 导 结构 杆 件 内 力 M、Q 与 
荷载 集 度 g 之 间 的 微分 关系 。 取 图 3.4 所 示 的 单元 体 ， 假 设 荷载 向 下 为 正 。 


图 3.4 单元 体 
考虑 平衡 关系 ， 以 右 侧 截面 形 心 为 矩 心 ，> M =0， 有 


Qar + M -(M +aM) -SD (de) =0 
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dM 
ss 0 G:1) 
.Y=0,， 有 
Q-g(Wdr-(O+d0)=0 
得 : 
时 -gy G32) 
将 (3-1) 式 代入 (3-2) 式 ， 得 : 

dM_do__ - 
da dx 00 (3-3) 


将 常见 的 茶 载 形式 代入 薪 载 与 内 力 的 微分 关系 式 (3-1)~ 式 (3-3)， 将 相应 的 内 力图 特征 
集中 于 表 3-1。 





表 3-1 常见 荷载 的 内 力图 特征 























常见 荷载 形式 内 态 图 主要 特征 
二 有 贡 娄 和 0 图 Qh 9 OG 
均 布 荷载 回 MM 图 T 
Pp oa 二 
集中 荷载 5 已 忆 
1 2 图 保持 原 有 的 变化 趋势 
M 不 
集中 力 偶 
一 人 MM 图 
铵 结 点 弯 矩 为 零 
3.1.3 ”分 段 肥 加 法 作 弯 和 矩 图 
对 结构 中 的 直 杆 段 作 弯 矩 图 时 ， 可 以 采用 分 段 琶 加 法 ， 使 绘图 工作 得 到 简化 。 





如 图 3.5 所 示 结 构 ， 可 用 截面 法 求 得 CD 段 C、 截面 的 内 力 。 取 CD 为 研究 对 象 ， 画 
出 如 图 3.6 所 示 的 受 力图 。 


Pp 
9 
有 E 





人 D 
4 Qcp ou 
图 3.5 简 支 梁 3.6 CD 段 受 力图 


将 CD 段 看 作 与 CD 段 同 跨度 的 简 支 梁 ， 易 计算 及 = 0.,，R, = Ose。 可 见 ， 简 支 梁 
的 受 力 与 CD 段 的 受 力 完全 一 致 变 形 也 相同 )， 则 其 所 受 荷 载 如 图 3.7 所 示 。 
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图 3.7 CD 段 等 同 简 支 梁 及 其 受 力图 
内 力图 的 特征 和 弯 矩 图 的 到 加 原理 ， CD 梁 的 弯 算 图 如 图 3.8 所 示 。 




















Mn MM 


(大 下) = 由 和 + 
二 -到 tn [a te 
各 


图 .3.8 弯 矩 图 的 到 加 

注意 ， 图 3.8 中 的 弯 矩 登 加 是 纵 坐 标的 叙 加 ， 即 弯 失 图 的 纵 距 是 垂直 于 杆 轴 的 ， 而 不 
是 几何 图 形 的 拼凑 。 

利用 内 力图 的 特征 及 弯 和 矩 图 的 分 段 关 加 原理 ,可 以 将 弯 矩 图 的 一 般 作法 归纳 如 下 。 

(D ”以 外 力 改变 点 (集中 力作 用 点 、 集 中 为 偶 作 用 点 、 均 布 荷载 的 起 点 和 终点 ) 为 控制 
截面 ， 利 用 截面 法 控制 截面 的 弯 矩 值 。 

(2) 将 控制 截面 间 的 杆 件 看 作 简 支 粱 ， 利 用 内 力图 的 特征 及 控制 点 的 弯 矩 值 作出 其 弯 
和 矩 图 。 

(3) 将 所 有 分 段 的 内 力图 愁 加 ， 得 到 结构 的 弯 矩 图 。 

















3.2 多 跨 静 定 梁 








多 跨 静 定 梁 是 由 若干 根 梁 用 铵 联结 而 成 用 来 跨越 几 个 相 联 结构 的 静 定 粱 。 图 3.9 为 公 
路 桥梁 中 使 用 的 多 跨 静 定 梁 及 其 计算 简 图 。 
除了 在 桥梁 方面 较 常 采用 这 种 结构 形式 外 ， 在 房屋 建筑 中 的 述 条 有 时 也 采用 这 种 形式 。 
3.10 所 示 为 一 多 跨 木 栋 条 的 构造 及 其 计算 简 图 。 在 述 条 接头 处 采用 斜 拱 接 的 形式 中 间 
一 个 螺栓 系 紧 ， 这 种 接头 不 能 抵抗 弯 矩 但 可 防止 所 连 构件 在 横向 或 纵向 的 相对 移动 ， 故 
[看 作 贸 接 。 
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图 3.9 公路 桥梁 中 使 用 的 多 跨 静 定 梁 及 其 计算 简 图 





轨 四 
4 pr Dy F 
B 并: D E 
4 从 小 力克 





加 及 5 区 万 ~E 成 加 
图 3.10 ”多 跨 木 本条 的 构造 及 其 计算 简 图 


由 多 跨 静 定 梁 的 几何 组 成 分 析 可 知 , 图 :329 及 图 3.10 中 的 48 直接 由 支 座 链 杆 固 定 于 
基础 ， 是 几何 不 变 部 分 ， 而 图 3.9 中 的 CD 及 图 3.10 中 的 CD 和 EF 在 竖 向 荷载 作用 下 也 
能 独立 地 维持 平衡 ， 我 们 称 它 们 为 基本 部 分 ， 而 其 他 各 个 部 分 必须 要 依靠 其 他 部 分 的 支撑 
才能 保持 保证 其 几何 不 变性 ， 故 称 为 附属 部 分 。 

为 清晰 起 见 ， 它 们 之 间 的 支承 关系 可 用 图 3.11(a) 一 图 3.11(c) 来 表示 。 这 种 图 称 为 层 
次 图 ， 它 是 按照 附属 部 分 支承 于 基本 部 分 之 上 来 作出 的 。 

对 于 多 路 静 定 粱 ， 只 要 了 解 它 的 组 成 和 各 部 分 的 传 力 次 序 ， 即 不 难 进 行内 力 计算 。 从 
层次 图 可 以 看 出 基本 部 分 的 荷载 作用 并 不 影响 附属 部 分 ， 而 附属 部 分 的 荷载 作用 则 必 传 
至 基本 部 分 。 因 此 ， 在 计算 多 跨 静 定 梁 时 ， 应 先 计算 附属 部 分 ， 再 计算 基本 部 分 。 

二 者 之 间 的 作用 可 以 根据 作用 力 和 反作用 力 定理 确定 ， 即 附属 部 分 支 座 反 力 的 反 作 
力 ， 就 是 加 于 基本 部 分 的 荷载 。 这 样 多 跨 静 定 梁 即 可 拆 成 若干 单 跨 梁 ， 分 别 计算 。 而 后 将 
各 单 跨 梁 的 内 力图 相 受 加 ， 即 得 到 多 跨 梁 静 定 梁 的 内 力图 。 
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或 2 
多 跨 静 定 梁 





多 跨 静 定 梁 





光 公示 区 成 
层次 图 
(b) 





成 > 


A 人 





汤 及 及、 志 
层次 图 
(0 
图 3.11 多 跨 静 定 梁 及 其 层次 图 
【 例 3-1】 作出 图 342 所 示 多 路 静 定 梁 的 膏 矩 图 


g=2kNIm 


图 3.12 例 3-1 多 跨 静 定 梁 图 


解 :(1) 根据 题 设 条 件 ， 首 先 分 析 其 几何 组 成 ， 并 作出 层次 





图 3.13 例 3-1 多 跨 静 定 梁 层次 图 











10kN 
F 

2m 

到 ， 如 图 3.13 所 示 。 














(2) 作出 附属 部 分 内 力图 ， 由 于 附属 部 分 是 一 个 待 悬 臂 端 的 简 支 粱 ， 根 据 内 力图 的 特 



































征 ， 可 以 很 容易 地 作出 其 内 力图 ， 如 图 3.14 所 示 。 
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10kN 
20 
1 MIN 
m) 


图 3.14 ”附属 部 分 内 力图 


(3) 将 附属 部 分 的 忆 支 座 的 反 力 反方 向 作用 于 基本 部 分 的 万 截 
算 简 图 ， 如 图 3.15 所 示 。 同 样 可 以 作出 其 内 力图 ， 如 图 3.16 所 示 。 














面 ， 得 到 基本 部 分 的 计 
































gqg=2kN/m 


20kN . m 
| B C 
a a 


ns 4m sl — 2 





图 3.15 基本 部 分 计算 简 图 


200Nm MKN + m) 





图 3.16 基本 部 分 内 力图 
(4) 将 图 3.14 和 图 3316 壹 加 ， 得 到 图 3.17. 所 示 的 诛 结 构 的 弯 矩 图 。 
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M(KN » m) 


图 3.17 ” 原 结构 的 弯 矩 图 


3.3” 静 定 平面 刚 架 























平面 刚 架 是 由 若干 直 杆 通过 全 部 刚 结 点 或 部 分 刚 结 点 连接 所 组 成 的 结构 。 图 3.18 所 
示 为 平面 柏 架 与 平面 刚 架 的 计算 简 图 。 由 于 刚 结 点 约束 使 各 杆 之 间 不 能 发 生 相 对 转动 ， 因 
而 各 杆 之 间 的 夹 角 保持 不 变 。 从 受 力 的 角度 来 看 ， 刚 结 点 能 承受 和 传递 这 矩 ， 所 以 刚 架 能 
提供 较 大 的 使 用 空间 。 刚 架 在 工程 结构 中 应 用 十 分 广泛 。 
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(a) 术 架 ， 全 部 由 铵 结 点 约束 (b) 刚 架 ， 有 刚 结 点 约束 
图 3.18 平面 柏 架 与 平面 刚 架 计算 简 图 
于 刚 结 点 的 特点 ， 刚 架 中 的 主要 内 力 是 弯 矩 。 同 时 由 于 刚 结 点 能 传递 弯 矩 ， 所 以 可 
以 使 结构 中 的 内 力 分 布 更 为 均匀 ， 即 结构 中 的 弯 矩 峰值 可 以 达到 削减 。 
根据 刚 架 受 力 特点 ， 可 以 将 其 分 为 悬臂 刚 架 、 简 支 刚 架 三 铵 刚 架 、 组 合 刚 架 等 。 
.19 所 示 为 常见 的 平面 静 定 刚 架 及 其 计算 简 图 。 






































w 


图 


.沥青 麻 丝 、 | 、 沥 表 麻 丝 
细 石 混凝土 了 永 泥 砂 效 水 泥 砂 浆 


(a) 工程 中 常见 的 平面 静 定 刚 架 


悬臂 刚 架 简 支 刚 架 三 匀 刚 架 组 合 刚 架 





(b) 常见 平面 静 定 刚 架 的 计算 简 





图 3.19 平面 静 定 刚 架 
平面 静 定 刚 架 的 内 力 计算 和 梁 一 样 ， 用 截面 法 取 隔 离 体 ， 利 用 静 力 平衡 条 件 求解 未 知 
力 。 其 步骤 通常 是 先进 行 几何 构造 分 析 ， 找 出 基本 部 分 和 附属 部 分 ;然后 由 整体 或 部 分 的 
平衡 条 件 求 出 支 反 力 ， 再 逐 杆 求 出 杆 端 内 力 ， 最 后 由 三 加 原理 得 到 结构 的 内 力图 。 
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3.3.1 支 座 反 力 的 计算 
刚 架 的 支 反 力 可 以 根据 静 力 平衡 条 件 来 求 得 ， 但 不 同 的 刚 架 形式 ， 求 解 时 隔离 体 的 选 
择 不 同 。 对 于 悬臂 刚 架 和 简 支 刚 架 ， 由 于 未 知 支 反 力 只 有 3 个 ， 可 以 取 整 体 为 研究 对 象 ， 
3 个 方程 就 可 以 解 出 3 个 未 知 数 。 对 于 三 铵 刚 架 和 组 合 刚 架 ， 由 于 未 知 支 反 力 多 于 3 个 ， 
所 以 需要 选取 多 个 隔离 体 才能 求 出 所 有 的 未 知 支 反 力 。 下 面 用 两 个 例子 说 明 支 反 力 的 求法 。 
【 例 3-2】 求 图 3.20 和 图 3.22 所 示 刚 架 所 受 支 反 力 。 
区 6qa2 
[全 
12ga 
4g 
B 
4 
| 4a | | 1,5a | 
图 3.20 简 支 刚 架 


解 : 简 支 刚 架 所 受 支 反 力 计算 过 程 如 下 。 


对 于 图 3.20 简 支 刚 架 ， 取 整体 为 研究 对 象 ， 计 算 简 图 如 图 3.21 所 示 。 


Gqa: 
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A 


Hh 


3.21 ” 简 支 刚 架 所 受 支 反 力 计算 简 图 











考虑 静 力 平衡 ， 由 : 
DX=0, 得 V,=12ga 一 4q:4a = 一 4ga (向 











6ga’ + 工 x49gx(4a 了 -12qax2a 
下 2 =2ga( 





2>M,=0, 得 HH， 
D>Y=0，, 得 H,=-H， 
经 校 核 无 误 。 


4a+1.Sa+1.Sa 
-29ga (向 下 ) 
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三 贸 刚 架 所 受 支 反 力 计算 过 程 如 下 。 

(1) 对 于 图 3.22 简 支 刚 架 取 整体 为 研究 对 象 ， 计 算 简 图 如 图 3.23(a) 所 示 。 
考虑 静 力 平衡 ， 
DM;=0 HH,x8a=4axqx6a 得 有 ,=30a (向 上 ) 
DY=0，Hs=10a (向 上 ) 

(2) 取 CB 为 研究 对 象 ， 计 算 简 图 如 图 3.23(b) 所 示 。 
考虑 静 力 平衡 ， 由 : 
> Mc=0，Hsx4a=-Vx7a， 得 WV =-40a/7 (向 左 ) 
(3) 再 以 整体 为 研究 对 象 ， 考 虑 静 力 平衡 ， 由 : 
X=0， 得 =-V =40a/7 (向 右 ) 






























































经 校 核 无 误 。 
g=10kN/m 4=10kN/m 
人 E 
B 
六 
» Hs 
da 4a (b) Ha 
图 3.22 三 铵 刚 架 图 3.23 三 匀 钢 架 所 受 支 反 力 计算 简 图 
3.3.2 内力 计算 


在 确定 了 刚 架 的 支 反 力 后 ， 可 以 用 截面 法 求 得 每 个 控制 点 的 内 力 值 ， 控 制 点 的 选取 可 
以 是 外 力 改变 点 (集中 力作 用 点 、 集 中 力 偶 作 用 点 、 均 布 荷载 的 起 点 和 终点 )， 也 可 以 是 各 
杆 的 杆 端 (在 刚 架 内 力 计 算 时 ， 一 般 选 择 各 杆 杆 端 为 控制 点 )， 逐 杆 求 出 各 杆 端 内 力 。 

【 例 3-3】 计算 图 3.24 所 示 悬 臂 刚 架 各 杆 杆 端 内 力 。 
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图 3.24 悬臂 刚 架 
解 : (1) 取 48 为 研究 对 象 ， 其 受 力 情况 如 图 3.25(a) 所 示 。 
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4 Ee 硬是 | 


玉 4A| Sga De 二 区 D 
oT 他 Nes (< 





到 
Npa 2 Qcs Nep Qcp 
(a) 48B 杆 (b) 48C 杆 (b) CD 杆 


图 3.25 受 力 图 
考虑 静 力 平衡 条 件 ， 由 : 
Ms =0，2ga? -Mu =0， 得 Ma =2pa” ( 左 侧 受 拉 ) 
>X=0， 得 Qs =0 
>7Y=0， 得 Na =0 
(2) 取 4BC 为 研究 对 象 ， 画 出 48C 杆 的 受 力图 如 图 3:25(b) 所 示 。 
考虑 静 力 平衡 条 件 ， 由 
> Me =0，2ga? -Mes -6qga:.24=0,- 得 Mes =-109a2 (上 侧 受 拉 ) 
X=0, 得 Qcs =-6qa 
>7Y=0,， 得 Ncs=0 
(3) 取 CD 为 研究 对 象 ， 其 受 力图 如 图 3.25(c) 所 示 ;s 
考虑 静 力 平衡 条 件 , “由: 
> Mec=0，Mox+9g(4 了 /2=0， 得 Mon-8qa: (上 侧 受 拉 ) 
DX=0, Nest49axsinp=0， 得 Nc 三 -2.4gqa ( 受 压 ) 

DY=0, Qs-4gqaxcosB=0， 得 Qc =3.2ga 

(4) 取 整 体 为 研究 对 象 ， 其 受 力图 如 图 3.26 所 示 。 
考虑 静 力 平衡 条 件 ， 上 
Me =0，Mec+9g(4aoj212+2ga 694ax2a=0， 得 Mec =2ga( 右 侧 受 拉 ) 
X=0, 得 Qsc =0 

DY=0， 得 Nsc =-6qa 一 4ga = 一 10ga ( 受 压 ) 

(5) 取 结 点 C 的 力矩 平衡 ， 画 出 杆 端 力矩 受 力图 如 图 3.27 所 示 。 
Me=0，Mu+Mee=Moo， 得 Mes =-24a: ( 右 侧 受 拉 ) 
经 校 核 无 误 。 
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24o 


区 


在 | 69a 














国友 


[8 Qcs 
Nes -< Qcp 
E Mcsg 


oa 





Nec Nep Me 
图 3.26 整体 受 力 图 3.27 结 点 C 受 力图 
【 例 3-4】 计算 如 图 3.28 中 刚 架 的 各 杆 杆 端 内 力 。 
6ga 
2 G 
S 
gq 
S 
A 
4a 5a 
图 3.28 > 例 3-4 图 


解 : (1) 取 4D 为 研究 对 象 ， 受 力图 如 图 3.29 所 示 。 
DX=0, QO» =-l2ga 
DY=0, N=24ga 


DM =0，V.4at+Mps 一 49(4a)* /12=0， 得 Mb =16ga? ( 左 侧 受 拉 ) 


(2) 由 结 点 DD 的 弯 矩 平衡 ，Mbc =16ga? (上 侧 受 拉 ) 
(3) 取 4CD 为 研究 对 象 ， 受 力图 如 图 3.30 所 示 。 
DY=0, Q w=-129a 

DX=0, No =29qa 


PMce=0, V4a+H,4a-Moo—4g(4a) /12=0， 得 Mpc 


一 24ga” (上 侧 受 拉 ) 
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Noa 

02 2 Mcp 
D| < Moa Nep 

Qcp 
8 9 
m4 Vi 4 
Hy Hi 
图 3.29 AD 杆 受 力图 图 3.30 ACD 受 力图 


(4) 从 C 结 点 的 右 侧 截断 ， 取 BC 为 研究 对 象 ， 受 力图 如 图 3.31 所 示 。 





Ho 


图 3.31 BC 受 力图 
> Me =0， 得 Mcs = 一 18qa” (外 侧 受 拉 ) 
x =0， 得 Ns =-2qgasinB -12qacosD =-8.89a 
六 下 =0， 得 O-。=-2qacos8+12qasinB =8.4qa 


(5) B 端 剪 力 与 轴 力 ， 把 万 ; = 2ga 向 和 了 方向 分 解 即 可 得 到 。 
Nsc =-1.6gqa, Qsc =-1.2qa 
经 校 核 无 误 。 
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【 例 3-5】 计算 图 3.32 中 刚 架 的 各 杆 杆 端 内 力 。 


g=10kN/m 














图 3.32 例 3-5 图 
解 : (D) 取 4D 为 研究 对 象 ， 受 力图 如 图 3.33(a) 所 示 。 





Npa NEp 

Oom 
Mpa 
4 
A 

Hy 

(4D 受 力图 (b) EB8 受 为 图 
图 3.33 


DM,=0 Mpj=Vx4a=16ga? /17<《( 左 侧 受 拉 ) 

结 点 DD 的 平衡 ，Mbc =16ga* /7 (外侧 受 拉 ) 

DX=0, QO%=-4ga/7 

DY=0, N=-3ga 

(2) 取 E38 为 研究 对 象 ， 受 力图 如 图 3.33(b) 所 示 。 

> Me=0 Ma =-164017 ( 右 侧 受 拉 ) 

由 结 点 的 平衡 ，Mjc = 一 16ga? /7 (外 侧 受 拉 ) 

DX=0, Qs =4ga/7 

> 7=0 ， Nzp =-qa 

(3) 从 刀 结 点 上 侧 截断 ， 取 4D 为 研究 对 象 ， 受 力图 如 图 3.34(a) 所 示 。 
>X=0 ，Qpc +V,sinB-H,cosB=0 得 Qbc =2.057ga 

DY=0, Noc+VcosB+H,sinB=0 得 Npc =-2.257ga 

(4) 从 EE 结 点 上 侧 截断 ， 取 EB 为 研究 对 象 ， 受 力图 如 图 3.34(b) 所 示 。 
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Moc， Noc Ne Qse 
A . 
D Qpc E 
4A B 
VW Vs Hs 
Hi Bp 
(a) 4D 受 力 图 (b) EB 受 力图 
图 3.34 


>X=0， Nic +V,sinB+HscosB=0 得 Njc=-1.057ga 
DY=0, Qsc+VscosB-HssinB=0 得 Or =-0:257ga 
(5) 取 4DC 为 研究 对 象 ， 受 力图 如 图 3.35 所 示 。 

g=10kN/m 

EN 


Mep SC 


D Qcp 


Hi 
图 3.35 ADC 受 力图 
>X=0， Qn +V,sinB—-H, cosB+4qacosB=0 得 06,=-1.143ga 
>7=0， Nep +VcosB+H,sinB-4gqasinB=0 得 N=0.143ga 
经 校 核 无 误 。 


3.3.3 ”内 力图 的 绘制 


在 逐 杆 求 出 各 杆 的 杆 端 内 力 后， 可 以 利用 又 加 原理 作出 结构 的 内 力图 。 在 绘制 内 力图 
时 ， 弯 矩 图 画 在 杆 件 受 拉 一 侧 ， 标 明 大 小 ， 不 标 正 负 号 (不 规定 正 负 号 )， 剪 力 和 轴 力 的 符 
号 规定 与 粱 相同 ， 画 在 杆 的 任 一 侧 ， 要 标明 正 负 号 。 

【 例 3-6】 分 别 绘制 例 3-3 一 例 3-5 的 内 力图 。 
(1) 例 3-3 中 已 求 出 各 杆 杆 端 内 力 。 
Qi=0 
Nga =0 
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Me = 一 10ga* (上 侧 受 拉 ) 

Qcs =—6qa 

Nes=0 

Mp = 一 8qa” (上 侧 受 拉 ) 

Noep = -2.4qa ( 受 压 ) 

Cn =3.2ga 

Mac =2qa”( 右 侧 受 拉 ) 

Qsc =0 

Nic = 一 6g4a 一 4ga = 一 10ga ( 受 压 ) 
Mos =-2paz ( 右 侧 受 拉 ) 


根据 营 加 原理 及 表 3-1 中 内 力图 特征 ， 可 作出 其 内 力图 如 图 3.36 所 示 。 





| 10ga? 


2qa? 





24@2 


M 图 


(2) 例 3-4 中 已 求 出 各 杆 杆 端 内 力 。 
2o =-1294 

No =294Q4 

Ma =164a™( 左 侧 受 拉 ) 

Mopc =16qa” (上 侧 受 拉 ) 

Qcp =-2944 

Neo =—12ga 

Mpc = 一 24qa* (上 侧 受 拉 ) 

Mes = 一 18ga” (外 侧 受 拉 ) 


Nes =—8.8ga 
Qcs =8.4ga 

Nsc =—1.6ga 
Qsc =-1.2ga 


根据 县 加 原理 及 表 3-1 中 内 力图 特征 ， 可 作出 其 内 力图 如 图 3.37 所 示 。 


9 图 
3.36 例 3-3 内 力图 


109a 


2.49a 


。33。 


34 








de 结构 力学 简明 教程 
1l2ga 
8.8ga 
2ga 1.6ga 
MM 图 9 图 X 图 
图 3.37 例 3-4 内 力图 
(3) 例 3-5 中 已 求 出 各 杆 杆 端 内 力 。 
Mm =164@ 17 ( 左 侧 受 拉 ) 
Mopc =16ga /7 (外 侧 受 拉 ) 
On =-4ga17 
No =-394 
Ms =-1644a217 ( 右 侧 受 拉 ) 
Mac = 一 16qa? /17 (外 侧 受 拉 ) 
Qs = 4ga/7 
Nan =—qa 
Qc =2.057ga 
Noc =—2.257ga 
Ngc =—1.057ga 
Qc =—0.257ga 
Cn =-1.143ga 
Noen =0.143ga 
根据 又 加 原理 及 表 3-1 中 内 力图 特征 ， 可 作出 其 内 力图 如 图 3.38 所 示 。 
Se 2.6a 
A 1.4a 
2 22.90 
22.94- 304 10a 
MM 图 9 图 X 图 





3.38 例 3-5 内 力图 


34 三 贸 拱 


3.4.1 基本 概念 和 类 型 


. 34 








拱 在 我 国 建筑 结构 上 的 应 用 ， 已 有 悠久 的 历史 ， 如 我 国 河北 省 建 于 隋 代 大 业 元 年 至 十 
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一 年 赵 州 桥 。 目 前 在 桥梁 核 房屋 建筑 工程 中 ， 拱 式 结构 的 应 用 也 很 广泛 ， 主 要 应 用 于 礼堂 、 
体育 馆 和 展览 馆 等 大 空间 的 结构 中 

拱 的 形式 有 无 匀 拱 、 二 贸 拱 、 带 拉杆 拱 、 三 贸 拱 等 ， 如 图 3.39 所 示 。 其 中 三 铵 拱 是 
静 定 的 ， 而 两 锐 拱 、 无 较 拱 是 超 静 定 的 。 



























无 匀 拱 两 匀 拱 


拱 趾 





带 拉杆 拱 


图 3.39 - 拱 的 形式 


拱 的 各 部 分 名 称 如 图 3.39 所 示 。 拱 身 各 截面 形 心 的 连 线 称 为 拱 轴线 ， 拱 结构 的 最 高 
点 称 为 拱 项 ， 拱 与 支 座 的 联结 处 称 为 拱 趾 ， 或 拱 脚 ， 两 个 拱 趾 之 间 的 距离 称 为 跨度 ， 拱 项 
到 两 拱 趾 连 线 的 竖 向 距离 称 为 拱 高 ;或 拱 矢 。 


3.4.2 在 坚 向 荷载 作用 下 的 支 座 反 力 计算 














(b) 等 代 梁 


图 3.40 
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图 3.40(a) 所 示 为 竖 向 荷载 作用 下 的 三 匀 拱 ， 图 3.40(b) 所 示 为 与 图 (a) 拱 具有 相同 跨度 
的 简 支 梁 ， 称 为 等 代 梁 。 


() 由 拱 的 整体 平衡 ， 和 玉 M， =0， 了 -1 站 P-(1-a)=0 得 



























































SP-a) 
= (3-4) 
1 
DM,=0, 1-VP-a=0 得 
>P.a 
i (3-5) 
由 >X=0， 得 
三 项 二 站 (3-6) 
取 顶 铵 C 以 左 的 部 分 为 研究 对 象 , 由 六 Me =0， 刀 2POW-w)- 太 =0， 得 
=1 
-ROW) 
六 一 -一 一 一 (3-7) 
六 
上 式 中 的 分 子 就 是 等 代 梁 在 截面 'C 的 弯 矩 M4， 所 以 
及 
1 一 人 3-8 
7 (3-8) 


式 中 ，M? 一 一 代 梁 C 截面 的 弯 算 。 

由 式 (3-8) 可 知 , “ 主 贸 拱 在 竖 向 荷载 作用 下 ,其 水 平反 力 (推力 ) 与 拱 的 形状 无 关 ， 而 仅 
与 3 个 匀 的 位 置 有 关 。 若 竖 向 荷载 和 拱 趾 位 置 不 变 ， 则 随 着 拱 撩 了/ 增 大 ， 水 平 推力 减 小 。 
反之 ， 拱 矢 f 减 小 ， 水 平 推力 增 大 。 








(2) 由 等 代 梁 的 整体 平衡 ， 可 得 
PP-a) 
Ws OO G3-9) 
SP.a 
P= 有 = 也 (3-10) 


3.4.3 ”在 竖 向 荷载 作用 下 的 内 力 计算 

在 求 得 支 座 反 力 后 ， 可 以 求 出 拱 轴 上 任 一 截面 的 内 力 。 现 以 图 3.40 中 任意 截面 DD 为 
例 ， 导 出 内 力 计算 公式 。 

取 截 面 D 以 左 部 分 为 研究 对 象 ， 受 力图 如 图 3.41 所 示 。 
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图 3.41 


(1) 弯 矩 的 计算 。 
弯 矩 符号 规定 以 使 拱 内 侧 纤维 受 拉 为 正 ， 反 之 为 负 。 
> Mo =0 
Mop=Y, :xp -Hy-P (rt, -a)-PB:(x, -a,) 
= 了 zip 尽 及 人 a 六 名 "(xp —a, )-H "Js 




















即 得 刀 截 面 的 弯 矩 ; 
Mo = MI -H.-Y (3-11) 

式 中 ，M1 一 一 代 梁 对 应 于 -D, 处 截面 的 弯 矩 。 

即 拱 内 任 一 截面 的 弯 矩 M, 等 于 等 代 梁 和 土 对 应 D 截面 的 弯 矩 My? 减 去 推力 所 引起 的 弯 
和 矩 媚 .yp 。 由 此 可 见 ， 由 于 推力 的 存在 ， 拱 的 弯 和 矩 比 等 代 梁 (相应 的 简 支 梁 ) 的 弯 和 矩 要 小 。 

(2) 剪 力 计算 。 

剪 力 符号 的 规定 是 使 截面 两 侧 的 脱离 体 有 顺 时 针 转 动 趋势 的 为 正 ， 反 之 为 负 。 

>7=0 ，@n = (¥,—-n-PB):cosg, -Hsing, 




















即 得 DD 截面 的 剪 力 : 








Oo = Qo cospo —H singo G3-12) 
式 中 ，Q 一 一 等 代 梁 截面 D 的 剪 力 ，Q82 =(Y,-P-p) 

(3) 轴 力 计算 。 

轴 力 的 正 负 号 规定 与 梁 相同 。 由 : 
DX=0, Ns,=(7,-P-P)-sings +H.cosg 























即 得 DD 截面 的 轴 力 : 








N, =Y5 :sings + Hcosg, (3-13) 
式 (3-11)、 式 (3-12) 及 式 (3-13) 中 的 p 由 轴线 确定 ，#, 的 符号 在 图 示 坐 标 系 中 左 半 拱 为 正 ， 
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【 例 3-7】 如 图 3.42 所 示 拱 轴 方 程 为 >= 4 x( -中 ， 试 求 截 面 D 的 内 力 。 








g=100kN/m 








解 : (1) 求 支 座 反 力 。 

取 整 体 为 研究 对 象 ， 由 : 

DM,=0, 得 Y=200kN 

y=0, 得 V=200kN 

取 BC 为 研究 对 象 ， 由 : 

> Mc=0, 得 H=800/3kN 

(2) 取 4D 为 研究 对 象 ， 受 力图 如 图 3.43 所 示 。 


4=100kN/m 


图 3.43 
考虑 静 力 平衡 条 件 ， 由 : 
> Mnp=0, 得 Mnp= 和 内 :4- 刀 :45-100x4x2 =400kN.m( 内 侧 受 拉 ) 


3 
tang, =y | = 





建立 图 3.43 所 示 华 标 系 ， 


局 


FX=0, N,=(600—400)sing, + eosp, =333.33 (压力 ) 


BY=0, 0,=(600—400)cosg, -于 sn fo=0 
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3.4.4 ”合理 拱 轴线 


拱 在 荷载 作用 下 ， 各 截面 上 会 产生 3 个 内 力 分 量 ， 截 面 处 于 偏心 受 压 状态 ， 应 力 分 布 
不 均匀 。 如 果 能 选取 一 根 合适 的 拱 轴 线 ， 使 得 在 荷载 作用 下 ， 拱 上 各 截面 的 弯 矩 均 为 零 ， 
则 拱 仅仅 受到 轴 力 的 作用 。 此 时 ， 各 截面 都 处 于 均匀 受 压 的 状态 ， 因 而 材料 能 得 到 充分 的 
利用 ， 相 应 的 拱 截面 尺寸 是 最 小 的 。 从 理论 上 说 ， 设 计 成 这 样 的 拱 是 最 经 济 的 ， 故 称 这 样 
对 于 在 紧 向 荷载 作用 下 的 三 铵 拱 ， 可 以 利用 前 面 的 结论 求 出 合理 拱 轴 ， 由 任 一 截面 的 















































































































































M, = My,—H.y, 
根据 合理 拱 轴 的 定义 ， 各 截面 上 的 弯 甜 为 零 ， 即 : 
M=M"-H.y=0 














解 得 : 
M" 
= 也 (3-14) 
由 式 G-14) 可 知 ， 合 理 拱 轴 的 竖 向 距离 与 相应 的 等 待 梁 的 弯 矩 成 正比 。 当 拱 上 的 荷 
载 已 知 时 ， 只 要 求 出 等 待 梁 的 弯 和 方程 ， 就 可 以 得 到 三 匀 拱 的 合理 拱 轴线 方程 。 
【 例 3-8】 求 图 3.44 所 示 三 匀 拱 的 合理 拭 辅 。 








TT 
和 B 
A A 
图 3.44 


解 :由 对 称 性 ，¥, = = Tar=dl 

取 左 半 为 研究 对 象 ， 由 : 

FMe=0, ,x2-Hx1-] ParQ1 -x)=0, 得 万 = 侍 
由 式 (3-14) 得 到 合理 拱 轴 方程 : 





3 


gr 
y= MG)_ F7127 区 


H 4 4 16F 
3 
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3.5 静 定 平面 桦 架 
3.5.1 枯 架 的 基本 概念 与 分 类 
槽 架 结构 指 由 许多 细 长 杆 件 通过 贸 连 接 而 成 的 空腹 形式 的 结构 。 它 被 广泛 应 用 于 桥梁 、 
建筑 工程 和 机 械 工 程 。 图 3.45 所 示 为 工程 中 所 用 的 顶 架 的 计算 简 图 。 














实际 的 柏 架 各 杆 之 间 的 连接 以 及 所 使 用 
它们 的 实际 受 力 是 很 复杂 的 ， 要 对 它们 进行 精确 计算 很 
长 细 的 杆 件 组 成 ， 而 且 承 受 的 荷载 大 多 数 通过 其 他 构件 传 到 结 点 4 
刚性 对 于 杆 件 内 力 的 影响 
民 


力 ， 弯 矩 和 剪 力 和 
假设 。 
(D 各 结 点 是 
(2) 各 杆 轴 均 
(3) 荷载 作 
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(a) 房屋 屋 架 

















小 ， 可 


光滑 无 摩擦 的 匀 结 点 连接 。 
为 直线 ， 在 同一 平面 内 且 通 


在 结 点 上 ， 寺 


大 大 减 小 ， 接 近 于 锐 自 
以 忽略 。 所 以 在 实 


(5) 北京 体育 馆 主体 想 架 的 


二 


(c) 九江 长 江 大 桥 主 杭 梁 


3.45 ”工程 中 所 用 的 格 架 


材料 多 种 多 样 ， 比如 





4 作 


水 




















# 目 都 在 术 架 平 




















的 工作 中 ， 为 简化 计 





25.5m 


有 桦 接 、 螺 栓 或 焊接 ， 











比较 





困难 。 但 

















。 杆 件 在 荷载 作 


于 析 架 一 般 都 是 





























过 铵 的 几何 中 心 。 
内 。 





上 ， 这 就 使 得 柏 架 结 点 的 
下 ， 主 要 承受 轴 向 





算 ， 通 常 对 机 架 { 


FE 如 下 
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符合 上 述 假设 条 件 的 的 栓 架 称 为 理想 顶 架 。 枯 架 中 每 根 杆 仅 在 两 端 铵 接 ， 这 样 的 杆 称 


为 链 杆 或 二 力 杆 。 由 于 杆 件 只 受到 轴 力 作用 ， 其 横 截 面 上 只 产生 均匀 分 布 的 








可 以 使 材料 充分 发 挥 作 上 
根据 枯 架 的 几何 构造 特点 ， 枯 架 可 以 分 为 3 种 。 








FE 应力， 这 样 
。 所 以 ， 相 对 梁 来 讲 ， 术 架 的 自重 较 轻 ， 适 用 于 大 跨度 结构 。 


a) 
































(1) 简单 术 架 ; 由 铵 结 三 角形 出 发 ， 依 此 增加 二 元 体 ， 最 后 与 基础 连接 ， 如 图 3.46( 
所 示 。 

(2) ”联合 术 架 : 由 简单 检 架 ， 按 两 刚 片 或 三 刚 片 法 则 连接 ， 最 后 与 基础 连接 ， 如 图 
3.46(b) 所 示 。 

(3) 复杂 栓 架 : 不 属于 上 两 类 ， 无 法 用 两 刚 片 或 三 刚 片 法 则 分 析 的 析 架 ， 如 图 3.46(c) 
所 示 。 


(b) 联合 枯 架 


(a) 简单 术 架 


(ce) 复杂 棉 架 


图 3.46 杭 架 分 类 


梅 架 的 杆 件 根据 所 在 位 置 的 不 同 ， 


分 别 有 不 同 的 定义 。 上 边 的 各 杆 称 为 上 弦 杆 ， 下 边 


的 各 杆 称 为 下 弦 杆 ， 中 间 的 各 杆 称 为 腹 杆 ， 弦 杆 上 相 邻 两 结 点 间 称 为 节 间 ， 间 距 称 为 节 间 


长 度 。 两 支 座 的 水 平 间距 称 为 跨度 ， 生 





上 弦 杆 





E 直 间距 称 为 柏 高 ， 如 图 3.47 所 示 。 














六 
斜 用 村 


柏 高 太 








下 弦 杆 






跨度 / 





3.5.2 ” 结 点 法 


为 了 求 得 检 架 各 杆 的 内 力 ， 截 取 术 架 中 的 一 个 结 点 作为 研究 对 象 ， 利 用 平衡 条 件 解 出 


3.47 
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杆 的 内 力 。 这 种 方法 叫 结 点 法 。 
原则 上 ， 只 要 截取 的 结 点 有 不 多 于 两 个 未 知 力 ， 均 可 用 结 点 法 。 但 由 于 结 点 有 两 个 自 
度 ， 仅 能 建立 两 个 平衡 方程 ， 所 以 结 点 法 一 般 应 用 于 简单 枯 架 ， 且 按 与 简单 析 架 增加 二 
元 体 的 反 向 截取 结 点 ， 可 保证 每 个 结 点 仅 有 两 个 未 知 力 。 
在 建立 平衡 方程 时 ， 通 常 把 杆 轴 力 分 解 为 水 平分 力 Ny 和 竖 向 分 力 N; ， 在 图 3.48 中 ， 
力 三 角形 和 几何 三 角形 具有 相似 关系 ， 由 相似 定理 ， 可 以 得 到 

































































六 加 
i 丰 六 
N 
E N, 
网 N: 
几何 三 角形 力 三 角形 
图 3.48 
在 同一 结 点 的 所 有 内 力 为 未 知 的 各 杆 中 天 除 某 一 杆 外 ， 其 余 各 杆 都 共 线 ， 则 该 杆 称 为 
此 结 点 的 单 杆 。 关 于 结 点 单 杆 这 类 特殊 杆 件 ， 有 下 面 几 种 情况 。 
(1) 连接 两 根 不 共 线 杆 的 结 点 六 车 该 结 点 上 无 荷载 作用 ， 则 此 两 杆 的 轴 力 为 零 。( 二 元 





体 上 无 结 点 荷载 ， 该 两 杆 不 受 力 ), “如 图 3.49(a) 所 示 。 

(2) ”连接 三 根 杆 的 结 点 上 无 荷载 ， 且 其 中 两 根 杆 共 线 ， 则 另 一 杆 必 为 零 轴 力 杆 。 如 
图 3.49(b) 所 示 。 

(3) X 形 连接 杆 件 的 受 力 特点 ， 如 图 3.49(c) 所 示 。 

(4) K 形 连 接 杆 件 的 受 力 特点 ， 如 图 3:49(d) 所 示 。 





图 3.49 特殊 杆 件 
【 例 3-9】 计算 图 3.50 中 枯 架 各 杆 内 力 。 
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解 : (1) 求 支 座 反 力 ， 针 二 80kN( 向 右 )， 且 二 -40kN( 向 下 )， 了 六 二 120kN( 向 上 ) 

(2) 利用 特殊 杆 件 结论 ， 先 找 零 杆 ， 有 Ner=0，Nes=0。 

(3) 取 结 点 8 为 研究 对 象 ， 画 出 受 力图 ， 如 图 3.51(a) 所 示 。 其 中 未 知 轴 力 均 表示 为 正 
方向 。 

图 3.50 

由 DX=0，Nwy+40=0, 得 ”Ns =-40kN 

Y=0，, 得 Ns=0 

(4) 再 取 结 点 7 为 研究 对 象 ， 画 出 受 为 图 ， 如 图 3.51(b) 所 示 。 由 : 

DX=0, N+40= Nss 

DY=0, N+Ns,+80=0 

Es Nn a Ns: £3 区 立 上 述 两 式 得 , 
Ee = pF 关 立 上 述 两 式 得 : 

Nx =—50RN ， WN,sy =—10kN 

(5) 再 取 结 点 3 为 研究 对 象 ， 画 出 受 力图 ， 如 图 3.51(c) 所 示 。 由 : 

DX=0, N= N=50kN 

DY=0, N=-N,= -Oe 

(6) 再 取 结 点 5 为 研究 对 画 出 受 力图 ， 如 图 3.51(d) 所 示 。 由 : 

DX=0, Ns =-30kN 

40 

>7=0， N=- KN 

(7) 再 取 结 点 4 为 研究 对 象 ， 画 出 受 力图 ， 如 图 3.51(e) 所 示 。 由 于 结 点 4 为 一 K 形 结 
点 ， 所 以 有 N， = _N。 ， 由 : 

DX=0, Nax =-Nor=-40kN 

(8) 再 取 结 点 2 为 研究 对 象 ， 画 出 受 力图 ， 如 图 3.51(D) 所 示 。 





>X=0，NMi=-40kKN 
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BY=0, 
(9) 作出 轴 力 图 ， 如 图 3.51(g) 所 示 。 





-+ 和 -40=0， 校 核 无 误 。 


























Ns7 40kN 80kN 
8 N=0 7 N7s=40kN 
Nax Nysx 
Na Ny Nsy Ns 
Nss 
(a) (b) (9) 





160/3KN 
Na=50kKN 4 Ns=30kN 
人 Nees 40kN 40/3kN 
本 2 
Na N, Nay Ms Ny 
5 40kN 
(e) (D (8) 
图 3.51 


3.5.3 ”截面 法 
在 求 析 架 各 杆 的 内 力 时 ， 如 果 截 取 格 架 中 两 个 以 上 结 点 作为 研究 对 象 ， 利 用 平衡 条 件 
解 出 杆 的 内 力 上 * 这 种 方法 叫 截面 法 。 
由 于 截面 法 所 取 研 究 对 象 有 3 个 自由 度 ， 所 以 能 建立 3 个 平衡 方程 ， 每 次 可 以 求 取 3 
个 未 知 力 。 
截面 法 截 的 得 的 各 杆 中 ， 除 某 一 根 杆 外 ， 其 余 各 杆 都 交 于 同一 点 或 彼此 平行 ， 则 此 
杆 为 截面 单 杆 ， 如 图 3.52(a) 一 图 3.52(c) 中 的 a 杆 。 


(a) 可 以 利用 M4=0, 求 N， (b) 可 以 利用 Ms=0, 求 NN, (可 以 Y=0，, 求 入 





加 





























3.52 ”截面 单 杆 
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【 例 3-10】 求 图 3.53 中 指定 杆 1、2 及 3 的 轴 力 。 

















图 3.53 
解 : (1) 取 II 截面 ， 取 右 半 部 分 为 研究 对 象 ， 如 图 3.54(b) 所 示 。 
>M,=0，NM.:d=P.:d 得 Ni=P( 拉 力 ) 
) 取 II-I 截 面 ， 取 右 半 部 分 为 研究 对 象 ， 如 图 3.54(6j 所 示 。 
>7=0，N =-P( 压 力 ) 
>Ms=0，Nd+P:d=0 得 N,=- 了 (压力 ) 


经 校 核 无 误 。 








S 























图 3.54 
3.5.4” 结 点 法 和 截面 法 的 联合 应 用 
在 求解 析 架 时 ， 不 必 拘 泥 于 哪 一 种 方法 ， 只 要 能 快速 求 出 杆 件 的 轴 力 ， 就 是 行 之 有 效 
的 方法 。 所 以 ， 有 时 联合 应 用 结 点 法 和 截面 法 更 为 方便 。 
在 联合 应 用 结 点 法 和 截面 法 求解 析 架 时 ， 只 要 能 简单 、 快 捷 求 出 内 力 ， 二 者 不 必 分 先 
后 。 在 取 隔 离 体 时， 应 尽量 避免 求解 联 立方 程 和 未 知 力 臂 。 
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【 例 3-11】 求 图 3.55 中 指定 杆 1、2 和 3 的 轴 力 。 

















3 
SS 
2d 4Xd=4d 2d 
图 3.55 
解 : (1) 几 何 构 造 分 析 。 
(2) 以 整体 为 研究 对 象 ， 求 支 反 力 ， 由 对 称 性 
二 2p 0 
(3) ”由 于 结 点 为 “K” 结 点 ， 两 根 斜 杆 轴 力 相同 。 取 结 点 2 为 研究 对 象 ， 受 力图 如 
图 3.56(a) 所 示 。 
» 
1 2 
Ui | ~, 由 
m3]lE Wp 
2 Ncp 
(a) (b) (©) 


3.56 


由 》Y=0，2N%=2P, 得 Nx =P 

由 相似 关系 可 得 1>N =V2P (拉力 )，XNA% 三 已 

(4) 取 II 截面 ， 取 右 半 部 分 为 研究 对 象 ， 受 力图 如 图 3.56(c) 所 示 。 
由 >,Me=0,， 得 ”Nes =7P (拉力 ) 
>X=0，NMr+N+No=0， 得 Ni =-8P( 压 力 ) 

(5) 取 III 截面 ， 取 右 半 部 分 为 研究 对 象 ， 受 力图 如 图 3.57(b) 所 示 。 























(a) (b) 


图 3.57 
由 > Mr =0，N,,*2d12P.2d=Ncp-d 得 N,,=3P/2 
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相似 关系 ，N 345 Pp (拉力) 


肛 台 
经 校 核 无 误 。 




















3.6 组 合 结 构 


组 合 结构 的 特点 及 计算 过 程 如 下 。 

(1) 由 链 杆 及 梁 式 杆 构成 ， 如 图 3.58 所 示 。 

(2) 先 计算 链 杆 的 轴 力 ， 后 计算 梁 式 杆 的 内 力 。 
(3) 截面 法 时 ， 避 免 截 断 梁 式 杆 ( 受 弯 杆 )。 





















梁 式 杆 
梅 架 杆 





图 3.58， 组 合 结构 示例 
【 例 3-12】 作 图 3.59 所 示 结 构 内 力图 。 





图 3.59 
解 : (1) 取 结 点 B 为 研究 对 象 ， 受 力图 如 图 3.60 所 示 。 





图 3.60 B 点 受 力图 








X=0, 得 N=N, 
>7=0, 得 入 +2N,=0， 即 
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及 +V2N =0 () 





3.61 


(2) 取 II 截面 ， 取 左 半 部 分 为 研究 对 象 ， 受 力图 如 图 3.61 所 示 ， 由 : 
> Me =0， :34-3 ga NVia=0, 得 : 
3Y, -V2N =4.5ga (2) 
(3) 取 整 体 为 研究 对 象 ， 
由 》Mc=0, Y,.6a+Y,:3a-3ga.4.54a=0# 即 : 
2Y, + ¥, S34.5ga (3) 
医 立 (1)、(2)、(3) 式 ， 解 得 
Y,=0, ¥=4.5ga (向 上 )，N SN oo (ED) 





由 >Y=0， 得 功 =-1.59a( 向 下 ) 


(4) 取 D 结 点 为 研究 对 象 ， 受 力图 如 图 3.62 所 示 ， 由 : 
Nor =-4.5qga (压力 )，Noe = 0 (拉力 ) 
经 校 核 无 误 ; 


(5) 作出 内 力图 ， 如 图 3.63 所 示 。 


Nor Nps 


M 图 


入 图 





Ni 


图 3.62 3.63 


3.7 ” 静 定 结构 受 力 特性 











静 定 结构 和 超 静 定 结构 都 是 几何 不 变 体系 ， 由 于 静 定 结构 是 无 多 余 约 束 的 ， 所 以 静 定 
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的 内 力 可 以 完全 由 静 力 平衡 条 件 确定 。 得 到 的 解答 是 唯一 的 。 
此 可 知 静 定 给 构 的 基本 静 力 特性 就 是 满足 平衡 条 件 的 内 力 解答 的 唯一 性 ， 其 受 力 特 
性 ， 都 是 在 此 基础 上 派生 出 来 的 。 
(1) 静 定 结构 的 反 力 和 内 力 与 结构 所 用 材料 的 性 质 、 截 面 的 大 小 和 形状 都 没有 关系 。 

(2) 温度 改变 、 支 座 移动 和 制造 误差 等 因素 在 静 定 结构 中 不 引起 内 力 。 

例如 在 图 3.64(a) 中 ， 简 支 梁 由 于 支 座 B 下 沉 只 会 引起 刚体 位 移 ( 如 虚线 所 示 )， 而 在 梁 
并 不 引起 内 力 ; 图 3.64(b) 中 ， 设 三 铵 拱 的 杆 BC 因 施 工 误差 稍 有 缩短 ， 拼 装 后 结构 形状 
略 有 改变 (如 虚线 所 示 )， 但 三 铵 拱 内 不 会 产生 内 力 ; 图 3.64(c) 中 ， 悬 臂 梁 上 下 侧 存在 温差 ， 
于 其 可 以 自由 地 产生 弯曲 变形 (如 虚线 所 示 )， 所 以 梁 内 不 会 产生 内 力 。 这 些 结论 都 可 以 
利用 静 力 平衡 条 件 证 明 ， 因 为 在 结构 上 没有 荷载 作用 ， 所 以 由 平衡 条 件 求 得 的 支 座 反 力 为 
零 ， 相 应 的 内 力也 为 零 。 


革 
司 





















































FE 

















































































































(0) 
图 3.64” 支 座 移动 和 温度 改变 
(3) 静 定 结构 的 局 部 平衡 特性 。 
如 果 一 组 平衡 力 系 作用 在 静 定 结构 上 某 一 几何 不 变 部 分 ， 则 只 会 使 该 部 分 产生 内 力 外 
其 余部 分 不 会 产生 内 力 ， 如 图 3.65 所 示 ， 一 对 平衡 力 系 作 用 在 术 架 的 4B8 杆 上 ， 则 其 余部 
分 的 反 力 和 内 力 均 为 零 。 可 分 别 由 平衡 条 件 尺 X =0，yY=0，M, =0 得 到 
X=Y = =0， 再 由 结 点 法 可 以 得 到 除 4B 杆 外 ， 其 余 各 杆 均 为 零 杆 。 





图 3.65 ”局 部 平衡 特性 


(4) 静 定 结构 的 荷载 等 效 特性 。 
当 静 定 结构 的 一 个 内 部 几何 不 变 部 分 上 的 荷载 作 等 效 变 换 时 ， 其 余部 分 的 内 力 不 变 。 
这 里 ， 等 效 荷载 是 指 荷 载 分 布 虽 不 同 ， 但 其 合力 彼此 相等 的 荷载 。 
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(5) 静 定 结构 的 构造 变换 特性 。 
当 静 定 结构 的 一 个 内 部 几何 不 变 部 分 作 构 造 变 换 时 ， 其 余部 分 的 内 力 不 变 。 



































3.8 习 题 
1. 作出 以 下 各 图 的 弯 矩 图 。 
(1) 
(2) 
(3) 
2kN 
4 和 2 
E 
1kN/m 从 
F 
后 
GL 
2m 2m 2m 2m 
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(4) 
Pp 
@ D E 
x | 
成 
亿 « 
F H 
a a | 2a 2a 2a 
(5) 
4 
(6) 
20KN)m 
[ 和 外 轿 回 画 男 加 时 画 古 男 | 
4 C 2 
§ 
hn 
3m 3K 4 3m 了 





2. 作 内 力图 。 
4kN 
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3. 找 出 所 有 零 杆 。 








(a) (b) 
4. 求 NN,。 
bp 下 
x 
站 
B 
Pp PR 
3xd=3d 
全 (b) 














p=10kN 
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7. 作 图 示 结 构 内 力图 。 




















p=10kN 
4 B= 
€ D E 
3a 3a 
8. 作 图 示 结构 内 力图 。 
pi 
E F 
所 
D 
d 2 到 B 
4 
从 人 P2 
a a a a 
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第 4 章 结构 的 位 移 计 算 


教学 提示 : 掌握 结构 的 位 移 计算 , 对 本 课程 具有 十 分 重要 的 意义 。 解 算 超 静 定 结构 和 
验算 结构 刚度 所 必需 的 , 是 本 章 的 重点 。 本 章 在 变形 体 虚 功 原理 的 基础 上 , 讲述 静 定 结构 的 
位 移 计算 。 特别 是 图 乘法 求 位 移 , 最 常 使 用 , 应 熟练 掌握 。 还 要 学 会 温度 改变 及 支 座 移动 产 
生 的 位 移 的 计算 。 此 外 还 介绍 线 弹性 结构 的 几 个 互 等 定理 , 它们 在 后 面 各 章 中 将 得 到 应 用 。 

教学 要 求 : 本 章 学 习 的 主要 内 容 有 位 移 计 算 的 基本 概念 , 虚 功 原理 , 荷载 作用 下 的 位 
移 计算 , 图 乘法 , 温度 变化 和 支 座 下 沉 情 况 下 的 位 移 计算 , 线 弹 性 结构 的 互 等 定理 。 要求 正 
确 理解 实 功 、 虚 功 、 广义 力 和 广义 位 移 , 了 解 变形 体 虚 功 方程 , 掌握 位 移 计算 公式 ,熟练 地 
利用 图 乘法 正确 计算 荷载 作用 下 结构 位 移 , 了 解 温度 改变 及 支 座 移动 产生 的 位 移 计 算 方 法 ， 
理解 功 的 互 等 定理 ， 掌握 位 移 互 等 定理 和 反 力 互 等 定理 。 


4.1 材料 力学 变形 公式 回顾 








工程 结构 设计 除了 必须 满足 强度 要 求 外 ， 还 必须 保证 具有 足够 的 刚度 ， 即 不 能 产生 过 
大 的 变形 。 此 外 ， 工 程 中 大 量 的 结构 是 超 静 定 的 ， 因 此 ， 要 求解 超 静 定 结构 不 仅 要 会 分 析 
结构 的 内 力 ， 而 且 要 能 分 析 结 构 的 变形 。 而 结构 的 变形 是 由 各 部 分 位 移 表 征 的 ， 所 以 学 习 
并 掌握 结构 的 位 移 计算 ， 对 本 课程 具有 十 分 重要 的 意义 。 

在 材料 力学 中 已 经 给 出 子 求 弹 性 杆 件 在 外 为 作用 下 的 位 移 计 算 问 题 。 并 且 给 出 了 解决 
简单 超 静 定 问题 的 基本 思想 ， 即 综合 考虑 平衡， 协调 和 材料 的 物性 关系 ”3 个 方面 才能 
求 得 问题 的 解答 这 时 直接 给 出 在 材料 力学 基本 受 力 ( 拉 压 、 弯 、 剪 ) 变 形 形 式 下 ， 内 力 与 
变形 关系 已 有 如 下 结论 。 

We i N 男 N 

(1) 拉 压 变形 : 应 变 c= 一 ; 伸 长 A1= 一 - 

E4 EA 

弯曲 变形 ， 曲 率 k= 上 = 潜 

(2) 弯曲 变形 : 曲率 *= 
























于 




















ALO 
前 切 变 形 : 切 应 变 = 过 
(3) 剪 切 变形 : 切 应 变 y 本 


式 中 ，N、0Q 分 别 为 轴 向 力 和 前 力 (也 称 为 切 力 )，WM 为 弯 矩 ，E4、 玉 和 G4 分 别 为 抗 拉 压 
刚度 、 抗 这 刚 度 和 抗 剪 ( 抗 切 ) 刚 度 ， 上 为 截面 切 应 力 不 均 匀 分 布 系数 ，! 为 杆 件 长 度 。 
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4.2 虚 功 原理 


4.2.1” 实 功 与 虚 功 


当做 功 的 力 P 与 相应 位 移 A 彼此 相关 时 ， 即 位 移 是 由 做 功 的 力 本 身 所 引起 的 ， 则 所 做 
的 功 称 为 实 功 。 而 当做 功 的 力 与 相应 位 移 彼此 独立 无 关 时 ， 则 所 做 的 功 称 为 虚 功 ， 如 图 
4.1 所 示 ， 简 支 梁 在 C 点 受 力作 用 而 达到 实 曲 线 平衡 位 置 后 ， 如 果 由 于 某 种 原因 (如 其 他 
荷载 或 温度 变化 等 ) 使 梁 继 续 发 生 微小 变形 到 虚 曲线 位 置 ， 力 对 相应 位 移 所 做 的 功 就 是 虚 
功 ， 即 虚 功 为 : 































































































不 = PA， (4-1) 
式 中 ，C 点 的 位 移 A, 不 是 由 力 P 所 引起 的 。 








4.1” 力 与 位 移 


4.2.2 ”广义 位 移 与 广义 力 


如 果 P 是 一 个 力 ， 相 应 的 A 为 沿 这 个 力作 用 线 方向 的 线 位 移 ， 如 图 4.2(a) 简 支 梁 在 C 
点 作用 一 个 竖 向 力 P， 让 它 经 历 如 图 4.2(c)， 所 示 的 位 移 做 功 ， 相 应 的 位 移 A 则 是 在 C 点 
沿 P 力 作用 方向 的 线 位 移 ， 如 图 4.2(c) 中 所 示 。 

如 果 P 是 一 个 为 偶 相应 的 A 为 沿 为 偶 作 用 方向 的 角 位 移 ， 如 图 4.2(b) 简 支 梁 在 8 端 
作用 一 个 力 偶 MY 让 它 经 历 图 4.2(c) 所 示 的 位 移 做 功 ， 相 应 的 位 移 A 则 是 沿 M 作用 方向 
的 8B 端 截面 的 转角 8 ， 如 图 4.2(c) 中 所 示 。 




































































Pp 
4 | s 
E23 5 
(a) 竖 向 力 P 
A | 
(b) 力 偶 M 


8 


二 一 一 拓 -7 


(0) 与 P、M 相应 的 位 移 A 和 9 





图 4.2 力 和 相应 的 位 移 
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如 果 一 组 力 经 历 相 应 的 位 移 做 功 ， 结 果 可 表示 为 式 (4-1) 的 形式 。 即 一 组 力 可 以 用 一 个 
符号 己 表 示 ， 相 应 的 位 移 也 可 用 一 个 符号 A 表示 ， 这 种 扩大 了 的 力 和 位 移 分 别称 为 广义 力 
和 广义 位 移 (与 广义 力 P 相 对 应 )。 


4.2.3 ”变形 体 的 虚 功 原理 


当 体 系 在 变形 过 程 中 ， 不 但 各 杆 发 生 刚 体 运动 ， 内 部 材料 同时 也 产生 应 变 ， 体 系 属于 
变形 体 体系 。 对 于 变形 体 体系 ， 虚 功 原理 可 表述 如 下 : 体系 在 任意 平衡 力 系 作用 下 ， 给 体 
系 以 几何 可 能 的 位 移 和 变形 ， 体 系 上 所 有 外 力 所 做 的 虚 功 总 和 恒 等 于 体系 各 截面 所 有 内 力 
在 微 段 变形 上 所 作 的 虚 功 总 和 ， 即 : 












































反 = 气 (4-2) 
式 中 ， 所 一 一 体系 的 外 力 虚 功 ; 
历 一 一 体系 的 内 力 虚 功 。 
这 里 ， 几 何 可 能 的 位 移 和 变形 的 含义 为 ， 位 移 和 变形 是 微小 量 》 位 移 与 约束 条 件 相符 
合 ， 变 形 是 协调 的 ( 即 体系 变形 后 仍 是 一 个 连续 体 ， 既 不 出 现 刹 颖 或 断 开 ， 也 不 出 现 重 芋 
或 搭 接 )。 后 两 条 常 合 在 一 起 称 为 变形 连续 条 件 。 


4.3 荷载 下 位 移 计算 公式 





4.3.1 单位 荷载 法 推导 公式 


图 4.3() 是 简 支 梁 48 在 荷载 作用 下 的 一 组 平衡 方 系 ,> 图 43(b) 是 简 支 梁 48 在 其 他 因 
素 作用 下 的 位 移 和 变形 状态 。 现 在 求 结构 上 任 一 截面 帮 沿 任 一 指定 方向 上 的 广义 位 移 Ax 。 



































利用 虚 功 原理 求解 这 个 问题 ， 首 先 要 确定 做 功 的 力 系 和 引起 变形 的 力 系 。 其 中 做 功 的 
力 系 称 为 力 状态 ;引起 变形 的 力 系 称 为 位 移 状 态 。 由 于 现在 要 求 的 是 实际 荷载 作用 下 结构 
的 位 移 ， 故 应 以 实际 荷载 [4.3(a)] 作 用 下 结构 所 处 的 状态 作为 结构 的 位 移 状 态 ， 亦 称 为 实际 
状态 [4.3(b)]。 另 一 方面 还 需 建 立 力 状态 。 由 于 力 状态 和 位 移 状态 除了 结构 形式 和 支 座 情况 
需 相同 外 ， 其 他 方面 两 者 完全 无 关 。 因 而 ， 力 状态 完全 可 以 根据 计算 的 需要 而 假设 。 为 了 
使 力 状态 的 外 力 能 够 在 实际 状态 的 所 求 位 移 Ak,。 上 做 虚 功 就 需要 在 KK 点 所 求 位 移 方向 上 加 
一 个 单位 集中 力 P. =1， 如 图 4.3(c) 所 示 。 因 为 P. =1 是 为 了 计算 实际 状态 的 位 移 而 假设 的 ， 
故此 状态 又 称 虚 设 状态 。 
下 面 我 们 来 计算 虚拟 状态 的 外 力 和 内 力 在 实际 状态 相应 的 位 移 和 变形 上 所 做 的 虚 功 。 
注意 到 实际 状态 的 支 座 无 位 移 ， 因 而 外 力 虚 功 为 : 
DN sl (a) 
接着 讨论 在 杆 系 体系 中 怎样 得 到 内 力 虚 功 到 的 表达 式 。 
从 梁 中 取出 微 段 ds 进行 讨论 。 图 4.3(a) 中 微 段 ds 的 内 力 如 图 4.3(d) 所 示 。 图 4.3(b) 中 
相应 微 段 ds 的 变形 用 相对 变形 表示 ， 如 图 4.3(e) 所 示 。 设 实际 状态 下 横 截面 的 内 力 弯 和 矩 、 
剪 力 、 轴 力 分 别 用 Me 、Cr 、 Ne 来 表示 ， 而 虚设 状态 下 横 截面 的 内 力 弯 和 矩 、 剪 力 、 轴 力 
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肛 、C 、 六 来 表示 。 
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gq 
F 
A > 3) 
性 郊 遍 
(a) 给 定 的 受 力 状态 (b) 实际 的 位 移 和 变形 状态 


4 Pe=1 
x 


(c) 单位 集中 力作 用 


:下 
FF 


(d) 图 (a) 中 微 段 的 受 力 








(6) 图 () 中 微 段 的 变形 
4.3， 梁 的 受 力 和 变形 
图 4.3(d) 微 段 的 内 力图 在 图 4.3(e) 微 段 变形 上 所 作 的 内 力 虚 功 定义 为 
dW = NdA4 Od + Md 
其 中 d4、d7 49 六 ds 微 段 截面 相应 的 相对 变形 ， 即 相对 轴 向 变形 、 相 对 剪 切 变形 和 相 


对 转角 。 由 材料 力学 知 
_ Mpds 
EI 


k Qs 
GA 





dn= 


Nds 


d4= 
EA 




















为 此 ， 梁 48 内 力 虚 功 表达 式 为 : 
w= (Na4+Odn + Md0) 
(b) 
-各 ns MM, Pe 
El 
根据 虚 功 原理 : 
W,= 押 (©) 


疝 


将 式 (a)、(b) 代 入 式 (c)， 便 得 到 弹性 结构 在 荷载 作用 下 的 位 移 计 算 公 式 
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_ er Ny, Co,， MM, 

A = 也 | 已 d+ 二 人 d+>[ Bs (4-3) 

其 中 是 因为 切 应 力 在 截面 上 分 布 不 均 人 i 与 截面 形状 有 关 ; 矩形 截面 
k=1.2 ， 图 形 截面 t=1 0 ， 工 字形 或 箱 形 截 k= 妇 (4 为 腹 板 面积 )。 


9 
当 计 算 结果 为 正 时 ， 表 示 外 力 虚 功 为 正 ， 这 说 明 所 求 位 移 A 方 的 实际 方向 与 假定 的 
单位 荷载 (P. =1) 的 指向 相同 ， 为 负 时 ， 则 表示 A 方 的 方向 与 P. =1 相 反 。 
总 结 位 移 公 式 (4-3) 的 推导 过 程 ， 我 们 可 以 看 出 ， 按 虚 功 原理 求 位 移 的 基本 步骤 如 下 。 
(1) 把 在 任何 实际 因素 作用 下 的 结构 作为 第 二 状态 ， 即 实际 状态 。 
(2) 根据 问题 的 要 求 ， 在 结构 上 和 欲求 位 移 处 沿 欲 求 位 移 的 方向 ， 加 一 单位 集中 力 ， 作 
为 第 一 状态 ， 即 虚拟 状态 。 
(3) 计算 虚拟 状态 的 外 力 、 内 力 在 实际 状态 的 位 移 和 变形 上 所 作 的 外 力 虚 功 环 和 内 力 
虚 功 到 ， 并 代入 虚 功 方程 椒 = 死 ， 即 得 所 求 位 移 。 
这 种 采用 虚拟 单位 荷载 来 计算 结构 位 移 的 方法 称 为 单位 荷载 法 。 值 得 指出 : 虚拟 状态 
是 根据 所 求 位 移 而 假设 的 ， 随 着 所 求 位 移 的 不 同 ， 虚 拟 状 态 也 不 相同 。 例 如 对 于 图 4.4(a) 
所 示 结 构 ， 求 不 同位 移 的 虚拟 状态 有 以 下 几 种 情况 


9 


















































































































































B 
1 1 
4 4 ee | 
(a) (b) (0) 
: 1 
本 B 
1 
(d) (©) 
图 4.4 
(1) ”欲求 4 点 沿 水 平方 向 的 线 位 移 ， 则 应 在 4 点 沿 水 平方 向 加 一 单位 集中 力 ， 如 图 


4.4(b) 所 示 。 
(2) 和 欲求 4 点 的 角 位 移 ， 则 应 在 4 点 加 一 单位 力 偶 ， 如 图 4.4(c) 所 示 。 
(3) ”欲求 4、B 两 点 的 相对 线 位移 ， 即 4 、B 两 点 间距 离 的 改变 量 (两 点 相互 拉 开 或 


靠拢 的 距离 )， 则 应 在 4、B 两 点 沿 48 连 线 方向 加 一 对 反 向 的 单位 集中 力 ， 如 图 4.4(d) 所 
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(4) 欲求 4、B 两 点 的 相对 角 位 移 ， 则 应 在 4 、B 两 截面 加 一 对 反 向 的 单位 力 偶 ， 如 
图 4.4(e) 所 示 。 
对 于 栅 架 ， 如 图 4.5 所 示 ， 情 况 也 基本 相同 ， 只 是 在 求 某 杆 的 角 位 移 时 ， 由 于 杆 件 只 










































































受 轴 力 ， 故 应 将 “单位 力 偶 ”等 效 变换 为 作用 在 该 杆 两 端 结 点 上 的 一 对 反 向 集中 力 ， 其 作 
线 与 杆 轴 垂 直 ， 大 小 等 于 杆 长 的 倒数 1。 
1/1 
1 
1 
图 4.5 


综 上 可 见 : 不 论 属 于 哪 种 情况 ， 虚 拟 状态 所 加 的 荷载 都 是 与 所 求 广义 位 移 相 应 的 单位 
三 关 为 5 


4.3.2 ”积分 法 求 位 移 


利用 公式 (4-3) 计 算 结构 位 移 的 基本 步骤 如 下 。 
(1) 在 欲求 位 移 处 沿 所 求 位 移 方向 虚设 广义 单位 力 ， 然 后 分 别 列 各 杆 段 内 力 方程 。 
(2) 列 实际 荷载 作用 下 各 杆 段 内 力 方程 
(3) 将 个 内 为 方程 分 别 代 入 式 (4-3)， 分 段 积 分 后 再 求 总 和 即 可 计算 出 所 求 位 移 。 
根据 上 面 步 又 求 结构 某 截 面 位 移 的 方法 称 为 积分 法 。 
利用 荷载 作用 下 位 移 计 算 一 般 公式 (4-3) 计 算 结 构 位 移 时 ， 可 根据 结构 的 具体 情况 对 公 
式 进 行 简 化 。 对 于 梁 和 刚 架 ， 位 移 主 要 是 由 弯 矩 引起 的 ， 轴 力 和 剪 力 的 影响 很 小 ， 一 般 可 
忽略 不 计 。 因 此 ， 位 移 计 算 公 式 (4-3) 对 于 梁 和 刚 架 可 简化 为 : 
_ CrMMpds 
A= 了 | 于 (4-4) 
在 机 架 结构 中 ， 因 为 杆 件 只 有 轴 力作 用 ， 而 且 同一 杆 件 的 轴 力 N 、 六 及 BE4 都 沿 杆 
的 长 度 方 向 不 变 ， 且 对 于 杆 件 体 系 ， 上 =1， 因 此 ， 位 移 计算 公 式 (4-3) 对 于 栓 架 可 简化 为 ; 

































































_vINM,ds _vNN, 

-> Ed Za lss (4.5) 
-ye 

,Ed 


在 术 梁 组 合 结构 中 ， 杆 件 可 分 为 梁 式 杆 和 轴 力 杆 两 类 ， 梁 式 杆 只 考虑 弯 瑟 的 影响 ， 而 
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轴 力 杆 则 只 考虑 轴 力 的 影响 ， 因 此 ， 位 移 计算 公式 (4-3) 对 于 枯 梁 组 合 结构 可 简化 为 : 
Medy ， 了 
Ed 











(4-6) 
4.3.3 和 荷载 下 位 移 计算 举 例 
【 例 4-1】 试 求 如 图 4.6 (a) 所 示 简 支 梁 在 中 点 C 的 竖 向 位 移 A 。 




















9 
4A . 4 I= B 
区 
ql 一 多 x ; 
> ql — 
和 12 12 4” 成 2 了 
{==4 
Mp 图 好 图 
Or 图 lar DY WW 
I mm 
a 
(a) 简 支 梁 的 荷载 和 内 为 也 ) 虚设 力 系 及 内 力 


4.6 求 简 支 梁 中 点 的 竖 向 位 移 
解 : (1) 在 C 点 加 相应 于 竖 向 位 移 的 单位 为 2=1， 如 图 4.6(b) 所 示 。 
(2) ”由 平衡 条 件 求 实际 荷载 作用 下 的 内 力 ， 如 图 4.6(a) 所 示 ， 再 求 虚设 单位 荷载 作用 
下 的 内 力 ， 如 图 ;4:6(b) 所 示 。 取 4 点 为 坐标 原点 ， 当 0 志 系 《时 ， 任意 截面 x 的 内 力 表 达 
式 为 ， 


实际 荷载 虚设 荷载 
=4(-*) M -2K 
-QU0- 5=1 
(1-2x) 2 7 

N =0 N=0 


(3) 计算 A 。 
将 以 上 内 力 表达 式 代 入 式 (4-4)， 分 别 计算 各 项 变形 引起 的 位 移 。 因 对 称 ， 积 分 限 取 长 
度 的 一 半 ， 然 后 乘 两 倍 。 
弯曲 变形 引起 的 位 移 为 : 
MM,ds _ (Rx 0 Sql: 
Av = 了 [下 二 p] :人 J __24 


384E 
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A 为 正 值 ， 说 明 C 点 的 找 度 与 虚设 方向 一 致 。 


剪 切 变形 引起 的 位 移 为 (对 于 矩形 截面 ， 丰 =1.2): 


区 1 
ho =| 2x12] 4 RED say 


轴 向 变形 引起 的 位 移 为 零 ( 因 梁 的 轴 力 为 零 )。 
所 以 ， 总 位 移 为 : 

_ 354 

2 384E1 





A=Av+A 


ge 
0.15—(V 
+ GK ) 


【 例 4-2】” 试 求 图 4.7(a) 所 示 结 构 C 端的 水 平 位 移 Aw 和 角 位 移 g. ， 已 知 7 为 一 常数 。 





和 G 
B 
S| 
4 
a 
(a) 
PT 
> 
图 4.7 例 4- 


解 ， 略 去 轴 力 和 前 力 的 影响 ， 只 计算 弯 矩 一 项 。 在 荷载 作用 下 ， 弯 矩 的 变化 如 图 


4.7(b) 所 示 。 
(1) 求 C 端的 水 平 位 移 时 ， 可 在 C 点 加 一 水 了 


ae 





2 图 








单位 力作 为 虚拟 状态 ， 














如 图 4.7(c) 所 示 。 
两 种 状态 的 弯 矩 为 : 





竖 柱 4B 上 MM=x， 
代入 公式 (4-4)， 得 C 端的 水 平 位 移 为 : 


。062 。 











方向 取 为 


向 左 ， 
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MMdx 1 re 1 ga’ 
eb | (er 话 =- 答 
计算 结果 为 负 ， 表 示 实 际 位 移 与 所 设 虚拟 力 的 方向 相反 ， 即 不 是 向 左 而 是 向 右 。 
(2) 求 C 端 的 角 位 移 时 ， 可 在 C 点 加 一 单位 力矩 作 为 虚拟 状态 ， 其 方向 设 为 顺 时 针 方 
向 ， 如 图 4.7(d) 所 示 。 














横梁 BC 上 MM=-1， M, = 一 二 9 





竖 柱 4B8 上 厄 =-1， Ms = 一 go 

代入 公式 (4-4)， ea 
2 3 
ge = pa CD: (3 二 4 "jet 十 en: (ee je- 罗 


计算 结果 为 正 ， 表 示 实 际 jb 与 所 设 虚 拟 力 的 方向 相同 。 
【 例 4-3】 图 4.8(a) 所 示 术 架 ， 计 算 下 弦 中 点 C 的 挠 度 。 已 知 各 杆 弹 性 模 量 





























=2.1x10*kPa， 截 面 面 积 4 =12 cm?。 
解 : (1) 在 C 点 加 单位 力 P=1， 如 图 4.8(c) 所 示 。 
(2) 求 N,。 
计算 在 荷载 作用 下 各 杆 的 轴 力 No 如 图 4.8(b) 所 示 。 
(3) 求 N 。 
计算 在 P=1 作 用 下 各 杆 的 轴 力 六 ， 如 图 4.8(c) 所 示 。 
(4) 求 Au 。 
根据 柏 架 位 移 公式 (4-53)， 即 \ 
AT 
Ed 
P=-45kN P=-45kN 
2m | 2m 2m 2m 45 (单位 : kN ) 45 
(a) 枯 架 (b) 荷载 及 轴 力 





(单位 : kN) a 
(c) 单位 荷载 及 六 
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出 








4.8 求 枯 架 下 弦 中 点 的 挠 度 
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具体 计算 过 程 可 列表 进行 ， 见 表 4-1。 由 于 枯 架 及 荷载 的 对 称 性 ， 计 算 总 和 时 ， 在 表 
中 只 计算 了 半 个 枯 架 。 杆 DE 的 长 度 只 取 一 半 。 最 后 求 位 移 时 乘 以 2。 
Ac =2x0.188=0.376cm( 9) 














表 4-1 A 的 计算 







E (KN/cm’) 





2.1x104 | 0063 
























AC | 26 | oo 400 

4D | -5/6 | -75 250 2.1x104 | 0.062 

DE | -4/3 | -60 1/2x400 2.1x104 | 0.063 
| 


2.1x104 | 。 
=0.188 cm 


DC | 5/6 








44 图 乘 省 
由 4.3.2 节 知 求 梁 和 刚 架 结构 的 位 移 时 ， 常 遇 到 如 下 的 积分 形式 ; 
SE pds 


这 个 运算 过 程 ， 有 时 是 很 麻烦 的 ,> 但 是 ， 如 果 结 构 各 杆 段 均 满足 下 述 3 个 条 件 ， 则 这 
职 分 式 就 可 逐 段 通过 1 和 了;# 两 个 弯 矩 图 之 间 的 相 乘 方法 来 求 得 解答 。 这 3 个 条 件 如 下 。 





(1) 杆 段 的 EB7 为 常数 。 

(2) 杆 端 轴线 为 直线 。 

(3) 各 杆 段 的 W 图 和 M, 图 中 至 少 有 一 个 为 直线 图 形 。 

对 于 等 截面 直 杆 ， 上 述 的 前 两 个 条 件 恒 可 满足 ， 至 于 第 三 个 条 件 ， 虽 然 M, 图 在 受到 
分 布 荷载 作用 时 将 成 为 曲线 形状 ， 但 其 好 图 却 总 是 由 直线 段 所 组 成 的 ， 我 们 只 要 分 段 考 
虑 就 可 得 到 满足 。 

设 某 结构 上 48B 段 为 等 直 杆 ，EI 为 常数 ， 其 M,、MM 图 如 图 4.9 所 示 。 显 然 是 符合 上 
述 条 件 的 。 我 们 以 好 图 的 基线 为 x 轴 ， 以 好 图 的 延长 线 与 x 轴 的 交点 O 为 原点 ， 并 设置 


? 轴 如 图 。 则 积分 式 | MMs, ds 可 用 dx 表示 ，E1 可 提出 积分 号 外 ， 又 因 碑 图 为 一 




































































直线 ， 其 上 任 一 a 代入 积分 式 ， 则 有 : 
Pe 
4 EI 
这 里 的 dw = Mdx 表 示 M, 图 的 微分 面积 ，xdew 即 为 该 微 面 积 对 y 轴 的 面积 矩 ， 因 此 ， 


积分 | xdo 表示 M， 图 的 面积 中 对 于 轴 的 面积 矩 。 这 个 面积 矩 可 以 写成 : 





= | xtanaM dr = tana| xM dr=Ltana| xdo (4-7a) 
ET ”El 4 El 4 




















































































































B 
| xdw = OxX, 
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其 中 六 是 Mr 图 的 形 心 到 > 轴 的 距离 。 于 是 式 (4-7a) 可 化 为 : 
sMM,ds 1 8 tan Cw 

| = 一 tanw| xdw= 
4 El El 4 El 
式 中 x tanw = yy 为 Mj 图 的 形 心 c 所 对 应 的 履 图 的 纵 坐标 ， 如 图 4.9 所 示 ， 代 入 (4-7b) 后 ， 


积分 式 最 后 简化 为 : 








Ox, (4-7b) 











| (4-8) 
4 El EI 


上 式 表明 当 上 述 3 个 条 件 被 江 足 时 ， 积 分 式 | 2 之 值 就 等 于 Mn 图 的 面积 
(任何 图 形 ) 乘 其 形 心 下 相对 应 的 敢 图 (直线 图 形 ) 上 的 竖 标 六 ， 再 除 以 87 。 所 得 结果 按 
与 ,在 基线 的 同一 侧 时 为 正 ， 否 则 为 负 。 这 就 是 图 形 相 科 法， 简称 图 乘法 。 应 该 注意 : 
六 必须 从 直线 图 形 上 取得 。 当 砂 图 形 是 由 若干 段 直线 组 成 时 ， 就 应 该 分 段 图 乘 。 























Mp 图 





图 4.9 图 乘 计算 
如 果 结 构 上 所 有 杆 段 均 可 图 乘 ， 则 位 移 计 算 公式 (4-4) 可 写 为 ; 
2 
A-2 (4-9) 
由 以 上 推导 过 程 可 见 ， 应 用 图 乘法 求 结构 位 移 时 ， 应 注意 下 列 各 点 。 





(1) 必须 符合 前 面 的 3 个 条 件 。 
(2) 纵 坐标 久 只 能 由 直线 弯 矩 图 中 取 值 。 如 果 好 和 Mv 图 形 都 是 直线 ， 则 可 取 自 任何 





























(3) 若 面积 wo 与 纵 坐 标 及 在 杆 件 的 同一 人 出， 乘积 取 正 值 ; 不 在 同一 侧 时 ， 乘 积 取 负 值 。 

















尾 图 乘 时 经 常用 到 的 几 种 弯 矩 图 的 面积 和 形 心 位 置 列 入 图 4.10 中 以 备查 用 。 应 注 
意 在 各 抛物 线 图 形 中 ， 顶 点 是 指 切 线 平行 于 底 边 的 点 。 凡 顶点 在 中 点 或 端点 的 抛物 线 称 为 
萄 线 



























































应 用 图 乘法 时 ， 如 遇 到 弯 矩 图 的 形 心 位 置 或 面积 不 便于 确定 的 情况 ， 我 们 可 将 该 图 形 
分 解 为 几 个 易于 确定 形 心 位 置 或 面积 的 部 分 ， 并 将 这 些 部 分 分 别 与 另 一 图 形 相 乘 ， 然 后 再 
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将 所 得 结果 相 加 ， 即 得 两 图 相 乘 之 值 。 常 见 的 有 以 下 几 种 情况 。 
(1) 图 4.11 所 示 两 个 梯形 图 相 乘 时 ， 梯 形 的 形 心 位 置 较 难 确 定 ， 因 而 把 它 分 解 成 两 个 






















































































形 心 位 置 很 容易 确定 的 三 角形 (也 可 分 为 一 个 矩形 和 一 个 三 角形 )， 此 时 图 乘 结 果 为 ; 
[2 = +0,y,) 
El EI 和 
(2) 当 M; 图 或 机 图 的 竖 坐 标 a、b 或 e<、d 不 在 基线 的 同一 侧 时 ， 如 图 4.12 所 示 。 处 
理 原 则 仍 和 上 面 一 样 ， 可 分 解 为 位 于 基线 两 侧 的 两 个 三 角形 ， 按 上 述 方法 分 别 图 乘 ， 然 后 
全 加 。 式 中 的 和 yy 根据 比例 计算 ， 图 乘 时 特别 要 注意 正 、 负 号 。 
a 了 3 3 








-2hl 
站 
| 4 听 
Rs 
-| o 
ee 可 
太 b 顶点 4 4 
. 
< 标准 二 次 抛物 线 
w=2 2 a 
Wa (UD) [| 
en 
| 一 一 一 SS 
= 机 
| | 
1 FTAN 2 y 和 
1 


标准 二 次 抛物 线 标准 三 次 抛物 线 
图 4.10 图 形 面积 与 形 心 位 置 








图 4.11 图 4.12 
(3) 当 包 所 属 图 形 不 是 一 段 直线 而 是 由 若干 段 直 线 组 成 时 ， 应 分 别 图 乘 ， 再 进行 受 加 ， 
如 图 4.13 所 示 ， 图 乘 结 果 为 : 
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(4) 当世 所 属 图 形 各 杆 段 的 横 截 面积 不 相等 时 ， 也 应 分 别 图 乘 ， 再 进行 天 加 ， 如 图 
4.14 所 示 ， 图 乘 结 果 为 : 





















































[2 二 人 9 | 的》 的 
El El EL EI 








Mp 图 





图 4.13 “图 4.14 
(5) 对 于 在 均 布 荷 载 作 用 下 的 任何 直 杆 段 ， 其 弯 矩 图 可 以 看 成 是 一 个 梯形 与 一 个 标准 
抛物 线 图 形 的 县 加 。 \ 
图 4.15(a) 所 示 M, 图 可 以 看 成 是 一 个 梯形 (M 图 ) 与 一 个 标准 抛物 线 ( MY 图) 的 合 加 ， 
而 梯形 (M; 图 ) 则 可 分 解 成 两 个 三 角形 (也 可 分 为 一 个 算 形 和 一 个 三 角形 ) 的 受 加 ， 即 
TS A Vi +0,y, +03y,) 
MIE “NN 
图 4.15(b) 所 示 M,; 图 可 以 看 成 是 一 个 三 角形 ( Mj; 图) 与 一 个 标准 抛物 线 (M 图 ) 的 登 加 ， 
此 时 须 注意 的 是 抛物 线 ( 矿 图 ) 与 履 图 位 于 x 轴 的 不 同 侧 ， 故 图 乘 时 取 负 号 ， 即 
EE 
NM 、 EI 
必须 指出 ， 所 谓 普 矩 图 的 县 加 是 指 其 竖 标 的 释 加 ， 而 不 是 原 图 形状 的 剪贴 拼合 。 因 此 ， 
县 加 后 的 抛物 线 图 形 的 所 有 竖 标 仍 应 为 竖 向 的 ， 即 仍 垂直 于 基线 48 ， 而 不 是 垂直 于 M,、 
M, 的 连 线 CD 的 。 这 样 ， 倒 加 后 的 抛物 线 图 形 与 原 标准 抛物 线 在 形状 上 虽 不 同 ,但 二 者 
任 一 处 对 应 的 竖 标 y 和 微 段 长 度 dx 仍 相等 ， 因 而 对 应 的 每 一 窗 条 微分 面积 仍 相等 。 由 此 
可 见 ， 两 个 图 形 总 的 面积 和 形 心 位 置 仍然 是 相同 的 。 
图 乘法 求解 的 步骤 如 下 。 
(1) 作 结 构 在 实际 荷载 作用 下 的 Mn 图。 
(2) 在 所 求 位 移 处 沿 所 求 位 移 方向 虚设 广义 单位 力 ， 并 作 其 好 图 。 
(3) “分 段 计算 Mn。( 或 好 图 ) 图 的 面积 四 及 其 形 心 所 对 应 的 邮 (或 M， 图 
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到 的 纵 坐 标 











(4) 将 w、y. 代 入 图 乘 公式 (4-9) 计 算 位 移 。 
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B 
Mp 图 





图 4.15 


【 例 4-4】 用 图 乘法 计算 图 4.16(a) 所 示 简 支 梁 在 均 布 荷载 4 作用 下 中 点 C 的 挠 度 ， 
EI = 常数 。 





(b) 单位 力 及 顾 图 
图 4.16 求 简 支 梁 跨 中 挠 度 
解 : (1) 在 简 支 梁 中 点 C 加 单位 竖 向 力 P=1， 如 图 4.16(b) 所 示 。 

















(2) 分 别 作 荷载 4 产生 的 弯 矩 图 M, ， 如 图 4.16(a) 所 示 ， 和 单位 力 忆 =1 产 生 的 弯 矩 
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MM ， 如 图 4.16(b) 所 示 。 

(3) 计算 A 。 
乘 公式 (4-9)。 因 M, 图 是 曲线 ， 应 以 M， 图 作为 o， 而 敢 图 是 两 直线 组 成 ， 应 分 
两 段 进行 。 但 因 图 形 对 称 ， 可 计算 一 半 再 乘 两 倍 。 

























































































7 和 3 
wa 
3 +8 “24 
ss 
by 
84 32 
所 以 
MM,ds ,1 1 gr 51 591 
A= PF-2 i Jy 
2 El BE 24 3 38487 (~) 


【 例 4-5】 计算 图 4.17(a) 所 示 悬 辟 梁 在 B 点 的 找 度 ，EJ = 常数 。 


外 








(b) M5 图 


入 


(c) 单位 力 及 肛 图 
4.17 ” 求 悬 避 梁 端 点 位 移 


解 : (1) 在 B 点 加 单位 竖 向 力 ， 如 图 4.17(c) 所 示 。 
(2) 分 别 作 荷载 g 产生 的 弯 矩 图 M;, 图 ， 如 图 4.17(b) 所 示 ， 及 放 图 ， 如 图 4.17(c) 所 示 。 






































(3) 计算 A 。 
图 乘 时 ， 要 注意 此 M， 图 的 8B 点 不 是 抛物 线 的 项 点， 因而 面积 和 形 心 不 能 直接 用 抛物 
线 面积 公式 。M, 图 可 分 解 为 一 个 在 上 边 受 拉 的 三 角形 wm 和 一 个 在 下 边 受 拉 的 抛物 线 w, 。 
辐 形 的 面积 和 纵 坐 标 计算 如 下 。 
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2 ) i 1 
,= 三 :1.2gP = 二 gP ， 肪 = 二 ! (为 与 必 反 侧 
nr 71( 为 与 色 侧 ) 


所 以 





MMpds _ 1 
As =| Er = 一 op) 


1 2 
= 一 | 二 41 x 一 一 一 4 x=! 
(3 3 129 1 
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= 
【 例 4-6】 求 图 4.18(a) 所 示 刚 架 结构 铵 C 左右 两 侧 截面 的 相对 角 位 移 8_. 和 竖 向 位 移 
A。,， EI 为 常数 。 
re 
FH FH 
-| El 
2 
! 4 
{3 
(a), 刚 架 结构 图 (b) M, 图 


Ml Mi-] 





(O) 11 图 (d) M 图 
图 4.18 求 悬 臂 梁 端点 位 移 
解 : (1) 作 实 际 荷载 作用 下 的 Ms 图 ， 如 图 4.18(b) 所 示 。 


(2) 在 铵 C 左右 两 侧 截面 加 一 对 反 向 的 单位 集中 力 偶 ， 作 Wi 图 ， 如 图 4.18(c) 所 示 。 
(3) 用 图 乘法 计算 0_. 。 
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_ 1 x (lx 
EI 4 2 本 -2 
= 二 中 -下 -及 
El 12 16 
TB 
= 一 一 ob 
24 











(4) 在 铵 C 截面 加 一 单位 竖 向 集中 力 ， 作 1 图 ， 如 图 4.18(d) 所 示 。 


(5) 用 图 乘法 计算 A。 。 
A a DL jxa2 
到 4 34 2 4 23 4 









































El \2 
1 (PB PP 
=—X| 一 一 十 一 一 
El \48 96 
PP 

= J 
3287( ) 


4.5” 温度 变化 和 支 座 下 沉 情况 下 的 位 移 计 算 


1. 温度 变化 下 的 位 移 计算 
图 4.19(a) 所 示 结 构 ， 由 于 温度 改变 而 变形 ， 为 了 利用 单位 荷载 法 求 得 C 点 的 竖 向 位 
移 A ， 可 选取 图 4.19(b) 所 示 的 虚拟 状态 ， 即 在 C 点 处 加 一 个 竖 向 的 单位 集中 力 ， 这 时 结 


构 的 内 力 用 入 、O 、 放 表示 





图 4.19 温度 变化 下 的 位 移 
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虚 功 原理 有 : 











1xA=5 [M0+D [Na+ > [Od 
式 中 dg 、d4、dn=ydx 为 实际 状态 中 结构 杆 件 微 段 dx 由 于 上 面 温度 升 高 4 度 ， 下 面 
温度 升 高 度 产生 的 变形 [图 4.19(c)]。 为 了 计算 方便 ， 假 定 温度 是 沿 截面 的 厚度 有 按 直 线 
规律 变化 的 ， 则 在 变形 之 后 ， 截 面 仍 将 保持 为 平面 。 当 杆 件 截 面 对 称 于 形 心 轴 时 ( 即 
所 = 刀 )， 则 形 心 轴 处 的 温度 1 为 : 















































1 
t= +6) 














如 果 杆 件 截面 不 对 称 于 形 心 轴 ( 即 广 关 万 )， 则 
th +t,h 
让 
若 以 c 表示 材料 的 线 膨胀 系数 ， 则 杆 件 微 段 dx 由 于 温度 改变 所 产生 的 变形 为 : 
dA4=atdx 
dO= Q(t —b)dx YY 
h/. h 
式 中 At = -tb, 为 杆 件 上 下 两 面 温度 改 变 之 差 。 由 于 温度 改变 并 不 引起 剪 应 变 ， 即 y =0， 
因此 dn=0。 
将 以 上 变形 代入 虚 功 方程 ， 则 得 : 
el 全 dr 二 区 cz| wd (4-10) 
这 就 是 静 定 结构 由 于 温度 改变 所 引起 的 位 移 的 计算 公式 。 应 用 时 对 于 式 中 的 正 负 符号 
( 土 ) 可 按 如 下 的 办 法 来 确定 ;~ 即 ， 比 较 实 际 状态 与 虚拟 状态 的 变形 ， 若 二 者 变形 方向 相同 ， 
则 取 正 号 ;反之 ， 取 负 号 。 若 每 一 杆 件 没 全 长 上 的 温度 改变 相同 ， 且 截面 尺寸 不 变 ， 则 式 
(4-10) 可 写 为 : 








dr 


A=2,(+) a wt DN (4-11) 


式 中 1 为 杆 件 的 长 度 ，w 代 表 放 图 的 面积 。 
必须 指出 ， 在 计算 由 于 温度 改变 所 引起 的 位 移 时 ， 不 能 略 去 轴 向 变形 的 影响 。 
【 例 4-7】 求 图 4.20(a) 所 示 结 构 由 于 杆 件 一 边 的 温度 升 高 10C 时 ， 在 C 点 所 产生 的 紧 向 
位 移 。 各 杆 的 截面 相同 且 与 形 心 轴 对 称 。 
解 : 在 C 点 加 一 竖 向 单位 力 ， 算 出 各 杆 的 轴 力 挛 ， 并 绘 出 族 图 如 图 4.20(b) 和 图 
4.20(c) 所 示 。 图 中 虚线 所 示 的 弧 形 表示 杆 件 弯 曲 的 方向 。 可 以 看 出 各 杆 实 际 的 弯曲 变形 方 
向 都 与 虚拟 的 相反 ， 且 二 杆 的 尺寸 及 温度 改变 都 相同 ， 故 二 杆 的 @w 可 合并 计算 。 
-lx1+31x1=157 


















































1 ss 
‘== #6)e 10 =5 


At=|0° -10° |=10° 
以 上 各 值 均 为 绝对 值 ， 这 是 因为 求 温度 改变 所 引起 的 位 移 时 ，3 











六 
一 
日 
洁 
全 
荣 








变形 方向 
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来 决定 。 在 目前 情况 下 ， 温 度 改 变 将 使 坚 柱 伸 长 ， 而 虚拟 状态 则 使 其 压缩 ， 故 轴 向 变形 的 
影响 一 项 取 负 值 ， 对 弯曲 的 影响 ， 在 变形 情况 如 前 所 述 也 应 取 负 值 。 因 此 ， 由 式 (4-11) 
C 点 的 竖 向 位 移 为 






































ee 
h 





(b) (0°) 
图 4.20 例 4-7 图 





2. 支 座 下 沉 情 况 下 的 位 移 计算 

静 定 结构 时 几何 不 变 无 多 余 约 束 的 体系 上当 有 支 座 移动 时 ， 静 定 结构 将 发 生 刚体 位 移 。 
因此 ， 支 座 移动 不 引起 应 变 ， 也 不 引起 静 定 结构 的 内 力 。 因 此 ， 静 定 结构 支 座 移动 时 的 位 
移 计 算 ， 属 于 刚体 体系 的 位 移 计算 问题 ， 当 用 单位 荷载 法 计算 时 ， 位 移 的 计算 公式 简化 成 
如 下 的 形式 

















A=-> Re (4-12) 

式 中 ，c 为 实际 的 支 座 移动 ， 玉 为 与 已 =1 平衡 的 支 座 反 力 。 

Rc 是 虚设 力 系 的 支 座 反 力 下 在 实际 的 相应 支 座 移动 < 上 所 作 的 虚 功 ， 二 者 方向 一 致 ， 
乘积 为 正 ， 反 之 为 负 。 
单位 荷载 法 计算 支 座 移动 引起 的 位 移 步骤 如 下 。 
(1) 沿 拟 求 A 方向 虚设 相应 的 单位 荷载 。 
(2) 求 尺 ， 根 据 静 力 平衡 条 件 求 单位 荷载 作用 下 相应 于 支 座 移动 c 的 支 座 反 力 RR。 
(3) 求 A ， 由 式 (4-12) 计 算 A 。 
【 例 4-8】 图 4.21(a) 所 示 简 支 刚 架 ， 支 座 4 下 沉 a， 求 8 点 的 水 平 位 移 和 8 端 截 面 的 转角 。 



































解 : (1) 求 8 点 的 水 平 位 移 。 
@ 在 8B 点 加 水 平 单位 荷载 P=1， 如 图 4.21(b) 所 示 。 
@ 由 静 力 平衡 条 件 ， 求 支 座 反 力 RR,( 图 4.21(b))。 
@ 代入 式 (4-12)， 得 
A-- 王 无 =-{ 和 xj- 所 6 


这 里 ， 支 座 反 力 员 , 与 支 座 移动 c, 方 向 相同 ， 乘 积 为 正 。 
A 为 负 值 ， 说 明 B 点 的 实际 水 平 位 移 与 所 设 P=1 方 向 相反 ， 即 向 左 。 



































TS 


。76 。 结构 力学 简明 教程 











(2) 求 8 端 截面 的 转角 0, 。 

@ 在 8 端 加 相应 于 6, 的 单位 力 偶 M =1， 如 图 4.21(c) 所 示 。 
@ 由 静 力 平衡 条 件 ， 求 支 座 反 力 R,( 图 4.21(c))。 

@ 代入 式 (4-12)， 得 












































^--Z 丈 --[ 二 xo] (”)) 
这 里 ， 支 座 反 力 妨 , 与 支 座 移动 c, 方 向 相同 ， 乘 积 为 正 。 
A 为 负 值 ， 说 明 B 端 截 面 的 实际 水 平 转动 方向 与 所 设 单位 力 偶 方向 相反 ， 即 为 逆 时 钙 


> 





B p=1 B 








(a) 刚 架 及 支 座 下 沉 (b) 8 点 水 平 位 移 的 单位 力 。 (c) 截面 8 转角 时 的 单位 力 
图 4.21 刚 架 由 于 支 座 下 沉 引起 的 位 移 


4.6 互 等 定理 


本 章 最 后 一 节 将 介绍 功 的 互 等 定理 及 其 特例 一 一 位 移 互 等 定理 和 反 力 互 等 定理 。 这 些 
定理 在 位 移 计算 及 超 静 定 结构 的 计算 中 是 有 用 的 也 是 今后 进一步 学 习 研 究 其 他 有 关内 容 
的 一 个 基础 。 

1. 功 的 互 等 定理 

图 4.22(a) 和 图 4.22(b) 所 示 为 一 弹性 结构 分 别 承担 两 组 外 力 吕 和 忆 的 两 种 状态 。 设 以 
M,、Q 、WN, 代 表 第 一 组 力 吕 所 产 生 的 各 项 内 力 ， 以 M,、Q,、 入 ,代表 第 二 组 力 忆 所 产 
生 的 各 项 内 力 。 现 在 来 研究 这 两 组 力 按 不 同 次 序 先后 作用 在 结构 上 时 所 引起 的 虚 功 ， 并 由 
此 推出 功 的 互 等 定理 。 

如 图 4.22(e) 所 示 ， 若 先 施 加 力 ， 等 达到 弹性 平衡 后 ， 再 施加 力 哺 ， 此 时 ， 如 以 
所 ,代表 第 一 组 外 力 由 于 第 二 组 力 忆 的 影响 所 作 的 虚 功 ， 则 由 虚 功 原理 有 


W,=5 Md0,+ 5 | Na +> 0dn, 
M, N, 0, 
-EM +E|™, B+ EH 
再 看 图 4.22(d)， 若 先 施 加 力 RB ， 等 达到 弹性 平衡 后 ， 再 施加 力 R， 此 时 ， 如 以 现代 
表 第 二 组 外 力 由 于 第 一 组 力 PP 的 影响 所 做 的 虚 功 ， 则 由 虚 功 原理 有 : 



































(a) 
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豚 ,= 守 | wdg+>[Nda+> [Cd 
二 M, 以 O (b) 
= 了 | Bt pA drHk| 2， 人 
比较 式 (a) 和 (b) 可 知 : 
W, = WW (4-13) 
RB:A,= 3B:A, (4-14) 











其 中 及 A 分 别 代表 与 也 及 忆 相 应 的 位 移 。 总 和 号 忆 表 示 包 括 结 构 上 全 部 的 外 力 所 做 
的 虚 功 。 

上 面 所 得 到 的 公式 就 是 功 的 互 等 定理 ， 可 叙述 如 下 : 第 一 状态 的 外 力 在 第 二 状态 的 位 
移 上 所 做 的 虚 功 ， 等 于 第 二 状态 的 外 力 在 第 一 状态 的 位 移 上 所 做 的 虚 功 。 

功 的 互 等 定理 对 于 任何 弹性 结构 都 是 普遍 适用 的 ， 在 两 种 状态 中 也 可 以 包括 支 座 移动 
在 内 ， 不 过 在 计算 外 力 的 虚 功 时 也 必须 把 反 力 的 虚 功 包括 在 内 。 























(0) 先 施 吕 后 施 已 (d) 先 施 后 施 忆 


图 4.22 外 力 虚 功 计算 图 
2. 位 移 互 等 定理 
应 用 上 述 功 的 互 等 定理 ， 我 们 来 看 看 一 种 特殊 情况 ， 设 两 个 状态 中 的 荷载 都 只 是 一 个 
单位 集中 力 ， 即 用 =1，B =1， 如 图 4.23 所 示 。 
则 由 功 的 互 等 定理 可 得 : 











1:A,=1:A, 
于 这 里 的 A, 和 A,, 都 是 由 单位 力 引起 的 ， 为 了 便于 识别 ， 用 小 写字 母 6, 和 6 表示 ， 




















如 三 (4-15) 

这 就 是 位 移 互 等 定理 。 即 第 一 个 单位 力 所 引 起 的 第 二 个 单位 力作 用 点 沿 其 方向 上 的 位 移 ， 

等 于 第 二 个 单位 力 所 引起 的 第 一 个 单位 力作 用 点 沿 其 方向 上 的 位 移 。 

在 这 里 ， 单 位 力 是 广义 单位 力 即 也 可 以 是 单位 力 偶 ， 位 移 是 广义 位 移 即 也 可 以 是 角 

位 移 。 
壁 如 图 4.24 所 示 简 支 梁 的 两 个 状态 中 ， 根 据 位 移 互 等 定理 ， 可 知 必 有 : 
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924= 大 
即 c 点 的 单位 垂直 力 使 4 截面 产生 角 位 移 ， 在 数值 上 等 于 4 截面 的 单位 力 偶 使 c 点 产 
人 
ER a 
9108 16E7 57 这) PED 
-1 -二 (发 度 ) (因为 M=1) 
16ET 16EI 
可 见 p, = f.， 两 者 单位 虽 不 同 ， 但 数值 是 相等 的 。 











(b) 


图 4.23 
3. 反 力 互 等 定理 
反 力 互 等 定理 也 是 功 的 互 等 定理 的 - 
分 别 产生 单位 位 移 时 点 这 两 种 状态 中 反 力 的 互 等 关系 。 
1 发 生 单位 位 移 Al =4 时 ， 使 支 座 2 产生 的 反 力 为 ; 
座 2 发 生 单位 位 移 A, =1 时 ， 使 支 座 1 产生 的 反 力 为 六 
pi:A, =1 Ai 


-种 特殊 情况 。 











于 A, =A; =1， 所 以 

上 式 表明 : 在 超 静 定 结构 中 ， 
等 于 支 座 2 的 单位 位 移 使 支 座 1 六 
定 结构 的 任何 两 个 支 座 都 是 适用 的 。 


B= 








产 寺 





























(b) 
4.24 


它 用 来 说 明 超 静 定 体系 在 两 个 支 座 
设 在 图 4.25(a) 中 ， 超 静 定 梁 的 支 座 
又 设 在 图 4.25(b) 中 ， 超 静 定 梁 的 支 
， 则 由 功 的 互 等 定理 有 : 




















(4-16) 


支 座 1 的 单位 位 移 使 支 座 2 产生 的 反 力 (ns,, )， 在 数值 上 
生 的 反 力 (i,)。 这 个 关系 就 叫 反 力 互 等 定理 ， 它 对 超 静 











在 图 4.26(a) 和 图 4.26(b) 中 ， 分 别 表示 单 跨 超 静 定 梁 
位 移 =1，A, =1， 由 反 力 互 等 定理 可 知 : 反 力 矩 写 和 
在 数值 上 是 相等 的 。 
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司 定 支 座 与 链 杆 支 座 发 生 了 单位 
反 力 ，， 昌 然 二 者 单位 不 同 ,但 
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(b) 


4.26 
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4.7 习 题 


1. 是 非 题 (将 判断 结果 填 入 括 弧 : 以 O 表示 正确 ， 以 X 表 示 错 误 ) 

(1) 用 图 乘法 可 求 得 各 种 结构 在 荷载 作用 下 的 位 移 。 ( ) 

(2) 图 示 简 支 梁 ， 当 R=1，=0 时 ，7 点 的 挠 度 为 0.016502 1 B1 ，2 点 挠 度 为 
0.077P /下 。 当 P=0， 忆 =1 时 ， 则 7 点 的 找 度 为 0.0217 /EI 。 


( ) 





(3) 已 知 图 (a) 所 示 刚 架 的 M; 图 如 图 (b)， 各 杆 EE 丘 常数 ， 则 结 点 8 的 水 平 位 移 为 
Ai = [ICED]X[20X4X(I2)X4+H(U3)X4X48X(G379)X 加 =352/(ED (>)。 ( 








20 
i 
my ons 
68 
4m 。| 
(a) (b) 
(4) 在 非 荷 载 因素 ( 支 座 移动 ， 温 度 变 化 ,材料 收缩 等 ) 作 用 下 ， 静 定 结构 不 产生 内 力 ， 
但 会 有 位 移 ， 且 位 移 只 与 杆 件 相对 刚度 有 关 。 ( 
(5) 图 示 为 刚 架 的 虚设 力 系 ， 按 此 力 系 及 位 移 计 算 公式 可 求 出 杆 4C 的 转角 。 ( 。 ) 
P=1 
A El=;p 
P=1 El 
(6) 图 示 梁 的 跨 中 挠 度 为 零 。 ( ) 
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下 的 M 图 面积 为 92/3 。 














(7) 图 示 梁 48 在 所 示 荷 载 作 上 











(9) 图 示 对 称 枯 架 各 杆 E4 相同 ， 结 点 4 和 结 点 B 的 竖 向 位 移 均 为 零 。 





















gl/2 


E4,=iPb 


4 


Pp 





(10) 图 示 棉 架 中 ， 结 点 C 与 结 点 也 的 竖 向 位 移 相等 





2. 选择 题 (将 选中 答案 的 字母 填 入 括 弧 内 ) 
(1) 图 示 结构 4 截面 转角 ( 设 顺 时 针 为 正 ) 为 : 
B 一 Pa 


2Pa’ 

EI 

Cc. SPa” 
4ET 





A. 








El 











(2) 图 (a) 所 示 结构 的 Me 











加 示 于 














辐 (b)， 点 水 平 位 移 (>) 为 : 
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交 Sql B 254 及 
”24 有 7 ~ 48EI 

6 48g1* BS 16g7* 
~ 5ET 32ET 





(a) (b) 
(3) 图 示 刚 架 1>a>0，B 点 的 水 平 位 移 是 : 
A. 不 定 ， 方 向 取决 于 a 的 大 小 B. 向 左 
C. 等 于 零 D. 向 右 


RS P 


1 


(4) 图 示 静 定 多 跨 粱 ， 当 El, 增 大 时 ，D 点 挠 度 : 


A. 不 定 ， 取 决 于 好 B. 减 小 
EL, 
C. 不 变 D. 增 大 
Pp Pp Pp 
D B C 
Pr El 





(5) 图 示 刚 架 中 杆 长 /，EI 相同 ，4 点 的 水 平 位 移 为 : 
A. 2M,1° /3E1(3) B. Mr/3E1(—>) 
C. 2Mi213EI(C)  D. Mr/3E1(<) 
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Mo 4A 


3 
(6) 图 示 为 结构 在 荷载 作用 下 的 M, 图 ， 各 杆 E 三 常数 ， 支 座 8 截面 处 的 转角 为 : (  ) 
A ( 顺 时 针 ) B.0 


C. -8 ( 顺 时 针 ) D. JS ( 顺 时 针 ) 
El EI 
12kN。m 
从 
3m 
B ， 
2 4m _2m 
(7) 图 示 栓 架 各 杆 E4= 和 常数， 则 结 点 天 的 水 平 位 移 (~ 一) 等于: ( ) 
站 2(1+ V2)Pa B. AP 
Ed EA 
C. CQ+V2)Pa D3 
Ed Ed 
Pp 
中 
天 


(8) 图 示 结 构 的 受 弯 杆 件 的 抗 弯 刚度 为 EI7， 链 杆 的 抗 拉 ( 压 ) 刚 度 为 E4， 且 4=7(30m>)， 


则 D 端的 转角 ( 顺 时 针 方 向 ) 为 : ( ) 
Pe B 了 7 
3Z7 3ET 
C_ 4673 D 1500 
3 有 El 
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8kN/m 10KN 
Di! 
3m 
1 
3m 2m 
(9) 图 示 哥 ， 由 于 制造 误差 ，4E 杆 过 长 了 1cm，BE 杆 过 短 lem， 结 点 的 竖 向 位 
移 为 : ( } 
A.0 B. 0.05cm( 4) 
C. 0.707cm(y ) D. 1.0cm(4) 
上 
~ 2cm 
1 
(10) 图 示 结 构 两 个 状态 中 的 反 为 互 等 定理 ,= 高 ,wi 入 的 量 纲 为 ， ( ) 
A. 力 B. 无 量 纲 
C. 力 /长 度 D.- 长度/ 力 
4 
41=1 
状态 (1) | 2 
过 Au 
状态 (2) | 
3. 填充 题 (将 答案 写 在 空格 内 ) 
示 温 度 变 化 情 






































(D ”图 示 刚 架 材 料 膨胀 线 系数 为 a ， 各 杆 为 矩形 截面 ，h=1/20 ， 在 图 示 
况 下 ，B、C 两 点 的 竖 向 相对 位 移 为 。 


第 4 章 ， 结构 的 位 移 计 算 SBS 








(2) 和 欲 使 4 点 的 竖 向 位 移 与 正确 位 置 相 比 误差 不 超过 0.6 cm， 杆 BC 长 度 的 最 大 误差 
Murx = ， 设 其 他 各 杆 保持 精确 长 度 。 


2m 


1.Sm 1.Sm 


4. 试 求 图 示 结 构 指 定点 B 的 竖 向 位 移 ，E1 二 常数 。 


王 盏 亚 焉 王 理 浊 人 INL 王 理惠 


5. 试 求 图 示 结 构 指定 点 天 的 竖 各 位移， 已 = 常数 。 


上 SA 


6. 试 求 图 东 结 构 自由 端 B 的 坚 向 位 移 ,，E/ 二 常数。 


i 


7. 求 图 示 结 构 (E 三 常数 )C 点 水 平 位 移 。 
< WP Cc P 
TB 
1 
1 A 
1 
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8. 已 知 各 杆 E71 =21x10* kN.m? ， 求 图 示 刚 架 C 结 点 的 竖 向 位 移 Aw 。 











9 =20kN/m 


Cg 


i 
1.5m 
EI EI ! 


9. 求 图 示 结构 D 点 水 平 位 移 Aj,, ，E 三 常数 


, £3 


10. 己 知 图 示 结 构 M 图 ， 求 4 点 水 平 位 移 。 


P 4 Ph Ph/4 
一 -一 | = 





Ph /4 Ph/4 


MM 图 
11. 计算 图 示 结 构 由 A4、B 两 支 座 发 生 位 移 引 起 EE 点 的 水 平 位 移 。 


0.02rad | 


12. 求 图 示 结构 4、B 相对 竖 向 线 位 移 ，EJ = 常数 ，a=2m。 


i _ 
a 4 
2a 

1 
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13. ”图 示 结 构 ， 已 知 4C 杆 的 £4=42x10;kN，BCD 杆 的 EI1=21x10*kN.cm? ， 试 求 
截面 D 的 角 位 移 。 














B 24kN/m 
LILILIIIIITIT 





D 


14. 计算 图 示 梅 架 CD 杆 的 转角 ， 各 杆 E4 相同 。 


Pp 





15. 求 图 示 结 构 DD 截面 的 转角 gp， EF 太 常数 。 





17. 计算 图 示 结构 4、 两 截面 相对 角 位 移 ，E 三 常数 
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18. 试 求 图 示 静 定 梁 锐 C 左 、 右 两 侧 截 面 的 相对 转角 wc ， 各 杆 Z = 常数 。 














15kN/m 
从 C 2 
4m 2m 2m 


19.， 图 示 结 构 在 4 和 B 处 相距 5， 试 绘 当 56 分 别 为 ，(a)lcm;<(b)0.1cm; (c)0 时 的 内 力 
图 ，EI=48x107kN /cm?。 


5 
£ ee .P=45kN 
4 100cm 
_ 200cm 、 


20. 图 示 等 截面 悬臂 梁 48 与 CD 小 由 弹性 杆 BC 相 联 # 已 知 当 竖 向 荷载 P 作 用 于 B 点 
时 ，C 点 竖 向 位 移 为 g。 求 当 该 荷载 作用 于 C 点 时 ，C 点 的 竖 向 位 移 。 


El 


22. 图 示 结构 拉杆 48 温度 升 高 fC ， 材 料 线 膨胀 系数 为 ， 计 算 C 点 的 竖 向 位 移 。 


ey 
多 一 +1C > Tz 
1 1 
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教学 提示 : 学 习 力 法 的 基本 原理 , 首先 应 深刻 理解 将 超 静 定 问题 转化 为 静 定 问题 解决 
的 基本 思想 , 理解 基本 体系 的 桥梁 作用 。 这 是 掌握 力 法 的 基础 。 了 解 超 静 定 结构 与 静 定 结构 
在 受 力 特性 上 的 异同 点 。 

教学 要 求 : 充分 理解 和 掌握 力 法 的 基本 原理 。 能 熟练 确定 超 静 定 次 数 , 理解 力 法 基本 
方程 的 物理 意义 , 能 熟练 运用 力 法 计算 简单 超 静 定 结构 ( 梁 、 刚 架 、 术 架 、 排 架 . 组 合 结构 和 
拱 结构 ) 在 荷载 作用 力 下 产生 的 内 力 ; 会 计算 超 静 定 结构 在 温度 改变 和 支 座 移动 影响 下 的 内 
力 。 会 计算 超 静 定 结构 的 位 移 ; 了 解 超 静 定 结构 内 力图 的 校 核 方法 及 超 静 定 结构 的 力学 特 
性 。 





5.1 超 静 定 结构 的 概念 和 超 静 定 次 数 


5.1.1 超 静 定 结构 的 概念 


在 前 面 各 章节 中 ， 介 绍 了 静 定 结构 的 内 力 及 变形 的 计算 。 从 受 力 分 析 角 度 看 ， 静 定 结 
构 的 支 座 反 力 及 内 力 可 根据 静 力 平衡 条 件 全 部 确定 ， 从 此 何 构造 分 析 角 度 看 ， 静 定 结构 为 
几何 不 变 体系 且 无 多 余 约束 ;~ 如 图 5.1(a) 所 示 。 

在 工程 应 用 中 还 有 另 一 类 结构 ， 从 受 力 分 析 角 度 看 ;其 支 座 反 力 及 内 力 通过 平衡 条 件 
无 法 完全 确定 ; 从 几何 构造 分 析 角 度 看 ， 结 构 为 几何 不 变 体系 ， 但 体系 内 存在 多 余 约 束 
如 图 5.1(b) 所 示 结 构 ; 我 们 把 这 类 结构 称 之 为 超 静 定 结构 。 

内 力 是 超 静 定 的 且 结 构 内 有 多 余 约束 是 超 静 定 结构 区 别 于 静 定 结构 的 基本 特征 。 


(a) 静 定 梁 结 构 (b) 超 静 定 梁 结构 























图 5.1 


在 工程 应 用 中 ， 超 静 定 结构 大 致 分 为 以 下 几 种 的 类 型 。 
(1) 超 静 定 梁 结构 。 
分 为 超 静 定 单 跨 梁 结构 和 超 静 定 多 跨 连 续 梁 结构 ， 如 图 5.1 和 图 5.2 所 示 。 


图 5.2 ” 超 静 定 粱 结构 























.86 -. 结构 力学 简明 教程 








(2) 超 静 定 刚 架 (图 5.3)。 
(3) 超 静 定 检 架 (图 5.4)。 




















2 





图 5.3 超 静 定 刚 架 5.4 超 静 定 析 架 
(4) 超 静 定 组 合 结构 (图 5.5)。 





图 5.5 超 静 定 组 合 结构 


(5) 超 静 定 拱 结构 (图 5.6)。 


(a) 无 匀 拱 (b) 二 铵 拱 (O) 拉 杆 拱 
5.6 
5.1.2” 超 静 定 次 数 


超 静 定 结构 中 多 余 约束 的 个 数 ， 称 为 超 静 定 次 数 。 

确定 超 静 定 次 数 最 直接 的 方法 为 ， 去 除 多 余 约束 法 。 去 除 结构 中 的 多 余 约 束 使 原 超 静 
定 结构 变 成 一 个 几何 不 变 且 无 多 余 约 束 的 体系 。 此 时 ， 去 除 的 多 余 约 束 的 个 数 即 为 原 结构 
的 超 静 定 次 数 。 

去 除 多 余 约束 的 方法 以 几何 组 成 分 析 的 基本 规则 为 基础 ， 大 致 有 下 列 几 种 方法 。 

(1) 去 除 或 切断 一 根 链 杆 ， 相 当 于 去 除 一 个 约束 。 

(2) 去 除 一 个 固定 铵 支 座 或 去 除 一 个 单 饺 ， 相 当 于 去 除 两 个 约束 。 

(3) 去 除 一 个 固定 支 座 或 切断 一 根 梁 式 杆 ， 相 当 于 去 除 3 个 约束 。 

(4) 将 刚性 联结 变 为 单 铵 联结 ， 相 当 于 去 除 一 个 约束 。 

对 同一 超 静 定 结构 ， 去 除 多 余 约 束 的 方式 是 多 种 多 样 的 ， 相 应 得 到 的 静 定 结构 的 形式 
也 不 相同 。 但 不 论 何 种 方法 ， 所 得 到 的 超 静 定 次 数 是 相同 的 ， 如 图 5.7 所 示 。 
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5.7 ”除去 多 余 约 束 的 方式 
去 除 多 余 约 束 时 ， 应 特别 注意 以 下 两 点 。 
(1) 所 去 除 的 约束 必须 是 多 余 的 ， 去 除 约束 后 所 得 到 的 结构 不 能 为 几何 可 变 体系 。 如 
图 5.7 中 的 结构 ， 如 错误 去 掉 该 结构 左 端的 水 平 约束 链 杆 ， 则 结构 变 为 几何 可 变 体系 。 
(2) ”必须 去 除 结构 内 所 有 的 多 余 约 束 。 在 图 5.8(a) 中 ， 如果 只 去 除 一 根 链 杆 ， 如 图 
5.8(b) 所 示 ， 其 闭合 框 结构 中 ， 仍 含有 3 个 多 余 约束 。 因 此 必须 断 开 闭合 框 的 刚性 连接 
如 图 5.8(c) 所 示 ， 才 能 去 除 全 部 的 多 余 约束 。 


LL | | UL | 
(a) (b) (©) 


图 5:8 


5.2 力 法 的 基本 方程 








超 静 定 结构 的 内 力 计 算 最 基本 的 两 种 方法 为 : 力 法 和 位 移 法 。 此 外 还 有 派生 出 的 一 些 
方法 ， 如 力矩 分 配 法 等 。 本 章 中 介绍 力 法 的 基本 原理 。 


5.2.1 力 法 的 基本 方程 


在 采用 力 法 解 超 静 定 问题 时 ， 我 们 不 是 孤立 地 研究 超 静 定 问题 ， 而 是 利用 静 定 结构 与 
超 静 定 结构 之 间 的 联系 ， 从 中 找到 由 静 定 问题 过 渡 到 超 静 定 问 题 的 途径 ， 从 已 知 的 静 定 结 
构 问 题 过 渡 到 未 知 的 超 静 定 结构 问题 。 
下 面 以 一 次 超 静 定 梁 为 例 ， 说 明 力 法 的 基本 原理 。 
图 5.9(a) 所 示 一 次 超 静 定 梁 结构 ， 杆 长 为 ， 忆 一 常数 。 

去 多 余 约 束 后 ， 并 代 之 以 相应 的 多 余 约 束 力 XI， 结 构 形 式 变 为 图 5.9(b) 所 示 的 悬臂 梁 ， 
承受 均 布 荷载 4 和 多 余 约 束 力 总 的 共同 作用 。 
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9 9 
Xl 


(a) 一 次 超 静 定 梁 结 枚 (b) 基本 体系 








图 5.9 

这 种 去 除 多 余 约束 并 以 相应 多 余 约 束 力 来 代替 所 得 到 的 静 定 结构 称 为 力 法 的 基本 

基本 体系 本 身 既 为 静 定 结构 ， 又 可 代表 原 超 静 定 结构 的 受 力 特点 ， 它 是 从 静 定 结构 过 
渡 到 超 静 定 结构 的 桥梁 。 

在 基本 体系 中 ， 如 果 多 余 约 束 力 多 的 大 小 可 以 确定 ， 则 基本 体系 的 内 力 可 解 。 此 时 ， 
多 余 约 束 力 久 的 求解 成 为 解 超 静 定 问题 的 关键 ， 称 之 为 力 法 的 基本 未 知 量 。 

力 法 基本 未 知 量 总 的 求解 ， 显 然 已 不 能 利用 平衡 条 件 ,~ 因此 ， 必 须 增加 补充 条 件 一 
一 变形 协调 。 CN 

考虑 原 结构 与 基本 体系 在 变形 上 的 异同 点 : 

在 原 结构 中 部 为 被 动力 ， 是 固定 值 ， 与 而 相应 的 位 移 也 是 唯一 确定 的 ， 在 本 例题 中 
在 基本 体系 中 ， 为 主动 力 ， 大 小 是 可 变 的 ， 相 应 的 变形 也 是 不 确定 的 。 当 六 值 过 
大 时 ，B 点 上 普 ， 如果 过 小 ， 瑟 点 下 重 ; 只 有 当 互 点 的 变形 与 原 结构 的 变形 相同 时 ， 基 本 
体系 中 的 主动 力 为 大 小 才 与 原 结构 中 的 被 动力 XX 相等 ， 这 时 基本 体系 才能 真正 转化 为 原 
来 的 超 静 定 结构 。 5 CR 

因此 ， 基 本 体系 转化 为 原 超 静 定 结构 的 条 件 是 : 基本 体系 沿 多 余 约束 力 司 方向 的 位 
移 A 应 与 原 超 静 定 结构 相应 的 位 移 相同 ， ps 

ee A =0 (5-1) 

这 个 条 件 就 是 计算 力 法 基本 未 知 量 时 的 变形 协调 方程 。 

在 线性 体系 条 件 下 ， 基 本 体系 沿 基本 未 知 量 庆 方 向 的 位 移 可 利用 辣 加 原理 进行 展开 
为 基本 体系 在 荷载 9 和 着 单独 作用 下 的 两 种 受 力 状 态 ， 如 图 5.10 所 示 。 因 此 ， 变 形 条 件 
可 表示 为 : 



































Ai=Ar+Al=0 (5-2) 











中 




















A 一 一 基本 结构 在 荷载 和 基本 未 知 量 和 共同 作用 下 沿 久 方向 的 总 位 移 ; 

Ai 一 一 基本 结构 在 荷载 单独 作用 下 沿 部 方向 产生 的 位 移 ; 

A 一 一 基本 体系 在 基本 未 知 量 角 单独 作用 下 沿 和 方向 产生 的 位 移 。 根 据 又 加 原理 ， 
位 移 与 力 成 正比 ， 将 其 比例 系数 用 Sn( 在 总 一 1 单独 作用 下 ， 基 本 结构 沿 癌 方向 产生 的 
位 移 ) 来 表示 ， 可 写成 : 





























An = A (5-3) 
将 式 (5-3) 代 入 式 (5-2)， 可 得 : 
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(5-4) 





SX +Ap=0 
上 式 即 为 一 次 超 静 定 结构 的 力 法 基本 方程 。 方 程 中 的 系数 511 和 自由 项 Air 均 为 基本 
结构 的 位 移 。 在 第 4 章 中 ， 我 们 已 经 学 习 了 其 计算 方法 一 一 单位 荷载 法 。 
作出 基本 结构 在 荷载 作用 下 的 弯 矩 图 Mp 和 单位 力 六 一 1 作用 下 的 弯 矩 图 Mi ， 应 
乘法 ， 可 得 : 


































































































=>] El 下 -3 


EI 8EI 
代入 式 (5-4) 求 解 ， 可 得 : 
-_Ar 3 
1= Se 84 
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所 得 XX 为 正 值 时 ， 表 示 基 本 未 知 量 的 方向 与 假设 方向 相同 ;~ 如 为 负 值 ， 则 方向 相反 。 





基本 未 知 量 确定 后 ， 基 本 体系 的 内 力 状态 即 可 利用 平衡 方程 求解 ， 作 出 内 力图 。 由 于 
已 经 作出 Mp 和 Ml 图， 所 以 利用 全 加 原 理 绘制 原 超 静 定 结构 的 内 力图 更 为 方便 快捷 。 
M = MX, +M; 

















同 理 ， 可 得 剪 力图， 
0=O% +O, 








图 5.10 力 法 分 析 过 程 


5.2.2 ”典型 方程 
上 面 以 一 次 超 静 定 问题 为 例 介 绍 了 力 法 的 基本 原理 。 在 力 法 解 超 静 定 问 题 中 ， 力 法 的 
基本 未 知 量 一 一 多 余 约 束 力 的 求解 是 解决 超 静 定 问题 的 关键 。 对 于 多 次 超 静 定 问 题 ， 力 法 
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的 基本 原理 也 完全 相同 。 

如 图 5.11(a) 所 示 3 次 超 静 定 结构 ， 杆 长 均 为 1 。 

选取 支 座 B 点 处 的 3 个 多 余 约 束 力 作为 基本 未 知 量 钱 、 太 及 名 ， 则 力 法 的 基本 体系 
如 图 5.11(b) 所 示 。 

















(a) 3 次 超 静 定 结构 (b) 基本 体系 
5.11 


此 时 ， 变 形 协调 条 件 为 基本 体系 在 点 B 处 ， 沿 加 、 瑟 为 方 向 的 位 移 与 原 结构 相同 ， 
均 为 零 。 因 此 ， 可 写成 : 














Al=0 A,=0 AS0 (5-5) 
其 中 ，A, 为 基本 体系 沿 关 方向 的 位 移 (二 1，2 六 3)。 
应 用 车 加 原理 ， 将 式 (5-5) 展 开 ( 图 5.12), 并 设 : 








荷载 单独 作用 下 入 三 1 单独 作用 下 


Nd 7 Vy” J 





太 =1 单独 作用 下 加 二 1 单独 作用 下 
图 5.12 
Ap 一 一 荷载 单独 作用 下 ， 沿 总 方向 产生 的 位 移 (二 1，2，3); 
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5% 一 一 基本 未 知 量 夭 二 1( 二 1，2，3) 单 独 作 用 下 ， 沿 加 (=1，2，3) 方 向 产生 的 位 移 ， 
根据 堵 加 原理 ， 总 单独 作用 下 ， 相 应 产生 的 位 移 为 jz 区 
则 式 (5-5) 可 展开 为 : 

















Al=OX + X, TO +Ap =0 
A,=O XI +O,X,+OsX +A,p =0 (5-6) 
As=6X +6,X, +OsX, +Asp =0 
上 式 即 为 3 次 超 静 定 结构 的 力 法 基本 方程 。 
解 方程 ， 求 出 基本 未 知 量 后 ， 即 可 求解 原 结构 的 内 力 状 态 ， 作 出 内 力 
利用 芭 加 原理 ， 原 结构 弯 矩 图 可 由 下 式 计算 : 
M=MX +M,X, +MX,+M, 
N=NX +N,X+X No 
Q=0X +OX,+OX, +0, BE 
在 超 静 定 结构 的 力 法 计算 中 ， 同 一 结构 可 按 不 同方 式 选取 基本 体系 和 基本 未 知 量 。 此 
时 ， 力 法 的 基本 方程 虽然 形式 相同 ， 但 由 于 基本 未 知 量 不 同 ， 因 而 ， 所 提供 的 变形 条 件 也 
不 同 。 相 应 地 ， 建立 的 力 法 基本 方程 的 物理 意义 也 有 所 区。 在 选取 基本 体系 时 ， 应 尽量 
使 系数 5 及 自由 项 A 的 计算 简化 。 A 
同 理 ， 推 广 至 次 超 静 定 结构 ， 此 时 的 为 法 基本 未 知 量 为 n 个 多 余 约 束 力 
XH(i 王 1，2，…，n); 力 法 的 基本 结构 是 从 原 结构 中 去 掉 相 应 的 多 余 约 束 力 后 得 到 的 静 定 
结构 ， 力 法 的 基本 方程 es lt, 基本 体系 沿 多 余 约束 力 方向 的 位 
移 与 原 结构 相同 ， 即 A =0(=]P 2,*…*，nn)。 
在 线性 结构 中 ， A 力 法 的 奥 型 访 程 条 号 为 
”A =O X +OX, + tO,X,+Alp =0 
‘ NA 0k + OX, X,+Asp =0 


A, = OX +6,,X, + +6,X, +A,p =0 
其 中 ，Aip (=1，2，…， 站 一 一 基本 结构 在 荷载 单独 作用 下 ， 产 生 的 沿 关 方向 的 位 移 ; 
6j (三 1，2，…，n; 六 1，2，…，m) 一 一 基本 结构 在 已 =1 单独 作用 下 ， 产 生 的 沿 
世 方 向 的 位 移 ， 称 之 为 柔 度 系 数 。 由 又 加 原理 ， 状 作用 下 产生 的 位 移 为 6; 总。 
解 方程 ， 得 出 基本 未 知 量 后 ， 超 静 定 结构 的 内 力 可 由 平衡 条 件 求 出 。 一 般 情 况 下 ， 按 
县 加 原理 作 内 力图 较为 简便 : 
































(5-7) 





















































Q=OX +OX, +.…+0,X, + 
N= NX +N,X, + + 六 和 + 和 
将 式 (5-7) 写 成 矩阵 形式 ， 得 : 
[oJX}+ {A,}=0 











其 中 ， 


{X}= 名 ， 员 部 了 一 一 力 法 基本 未 知 量 列 向 量 ; 
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fj}={An， Amw … As》 一 一 荷载 单独 作用 下 ， 沿 万 方向 产生 的 位 移 列 向 量 
(E=1, 2, **, n); 
9 2 6 
[6]=| 各“ | 一 和 度 系数 年 阵 。 
6, 56, 和 6, 





根据 位 移 互 等 定理 ， 系 数 9 一 9j， 所 以 该 矩阵 为 对 称 阵 。 主 对 角 线 上 元 素 5; 称 为 
主 元 素 ， 值 恒 为 正 。 非 对 角 线 元 素 57 称 为 副 系数 ， 可 为 正 值 、 负 值 或 零 。 


5.3 ”和 荷载 作用 下 超 静 定 结构 的 力 法 计算 








应 用 力 法 计算 超 静 定 结构 ， 一 般 步 骤 为 : 

(1) 选择 力 法 的 基本 未 知 量 。 

(2) 建立 力 法 典型 方程 。 

(3) 计算 系数 及 自由 项 。 

(4) 求解 典型 方程 ， 得 出 基本 未 知 量 。 

(5) 作 内 力图 。 
5.3.1 超 静 定 梁 

计算 静 定 粱 位移 时 ， 通 常 忽 略 轴 力 和 剪 力 的 影响 二 只 考虑 弯 矩 的 影响 。 因 而 系数 及 自 
由 项 按 下 列 公式 计算 : 
6, pA 6, ,5 A, ,5 ds 
【 例 5-1】 试 作 图 5.13(a) 所 示 超 静 定 连续 梁 的 弯 算 图 ，E 三 常数 。 


(1) 选择 力 法 基本 未 知 量 。 
图 示 结 构 为 一 次 超 静 定 ， 基 本 未 知 量 选择 支 座 C 处 的 多 余 约束 。 则 基本 体系 如 图 


5.13(b) 所 示 。 
(2) 力 法 典型 方程 为 : 















































OX +Ap=0 
(3) 计算 系数 及 自由 项 ， 作 出 M,、MM 图 : 
3 
人 二 (ax3xex2+1xx2rx2x20x2)- le 
EI\2 : 二 光 过 3 27EI 
A 二 (3 Plxlx— $1 PIxLx31 ly2 Plxlx— 2 
EI\2 3 3 9 .23 9 
1 4 
ee 
3 了 7 过- 这 by 
_25PP 
S4ET 
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基本 未 知 量 : 
所 =- 人 =0781P 
6 


1 


(4) 求解 典型 方程 ， 得 H 





正 值 说 明基 本 未 久 
(5) 作 弯 和 矩 图 ， 见 








量 方向 与 假设 方向 一 致 。 
图 5.13(e)。 














M=MX +M, 

















0:1875PI 0.406PI 
(e) 
图 5.13 > 例 5-1 图 
5.3.2 ” 超 静 定 刚 架 
计算 刚 架 位 移 时 ， 通 常 忽略 轴 力 和 前 力 的 影响 ， 只 考虑 弯 矩 的 影响 。 因 而 系数 及 自由 
项 可 按 下 式 计算 : 
M _ CrMM, AM 
5 = 忆 [ 坊 上 ， 6, = Ar = 
和 力 及 轴 力 的 影 











在 某 些 特殊 情况 下 ， 当 轴 力 及 剪 力 的 影响 较 大 时 ， 应 特殊 处 理 ， 考 虑 
响 。 如 在 高 层 刚 架 的 柱 中 轴 力 通常 较 大 ， 当 柱 短 而 粗 时 前 力 影响 较 大 。 
定 刚 架 的 内 力图 。 

图 5.14(b) 所 示 。 























试 作 图 5.14(a) 所 示 超 静 











【 例 5-2】 
(1) 选择 力 法 的 基本 未 知 量 ， 如 
(2) 力 法 典型 方程 为 : 
OuX | 


XI +6,X,+A,p =0 














项 ， 作 出 M,、M,、M, 图 : 




















(3) 计算 系数 及 自 
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-去 (x3x1]- 走 - 
EL\2 3 3EL, 
3 
0 = 0 = 一 (exexd 小 - 
El\2 3 6El, 
3 
wea 
EL\22 2 6 48El, 
3 
4h- 二 (23 SR 
2 2 6 48El, 


(4) 代入 力 法 典型 方程 ， 整 理 得 : 
3 3 3 3 
(ex) [Ent 
EL\3 EL\3’°' 6 ?* 48 
3 3 3 
去 [5%+ 人 5 入- 斩 j= 
EL\ 6 ' 3 48 


上 式 ， 同 时 乘 以 62 人 后， 整理 得 : 


A 








EL\3 SE ? 48 
= 0 
6 7 48 


可 以 看 出 ， 在 荷载 作用 焉 ， 超 静 定 刚 架 的 内 力求 解 只 与 各 杆 刚度 的 相对 比值 有 关 ， 而 
与 各 杆 刚度 的 绝对 值 无 关 。 

SD 求解 可 得 : X=0.054P, X;=0.34P 

1 
正 值 说 明基 本 未 知 量 方向 与 假设 方向 相同 。 
(5) 作 内 力图 : 





M=MX,+M,X,+M, 

N=NX,+N,X,+N,; 

QO=OX +OX,+0, 
如 图 5.14(f)、(g)、(h) 所 示 。 

















(a) (b) 基本 体系 
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0.054PI 


0.143PI 


(c) Mp 





~/ 





(g) 


A 
0.054P [ 世 








(h) 
图 5.14 例 5-2 图 


5.3.3 ” 超 静 定 柏 架 
于 哥 杆 件 中 只 产生 轴 力 ， 因 此 ， 在 计算 系数 和 自由 项 时 只 需 考虑 轴 力 的 影响 ， 



































7 
柏 架 杆 件 的 轴 力 图 ， 同 样 可 由 和 过 加 原理 求 得 : 
N=NiX, +N2X, + + NX, +N; 
【 例 5-3】 求解 图 5.15(a) 所 示 超 静 定 检 架 结构 的 内 力 ， 各 杆 E4= 常 数 。 
(1) 选择 基本 未 知 量 ， 见 图 5.15(b)。 
(2) 力 法 典型 方程 为 ，6\,X\ +Alp =0。 

















(3) 计算 系数 及 自由 项 ， 由 于 枯 架 结构 通常 由 多 根 杆 件 组 成 ， 为 便于 计算 及 检验 ， 





















































表格 形式 计算 系数 及 自由 项 ， 求 出 N, 、 闵 后 填 入 表 5-1 中 。 








故 : 
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杆 件 几 N, NN 
AB 1 P 0.5P 
BC 1 0 -0.5P 
CD 1 0 -0.5P 
D4 1 P 0.5P 
4C = 0 0.707P 
BD -V2 -V2P 2V2Pa 2V2. -0.707P 
元 QV2 +2)Pa 














4) 求解 典型 方程 ， 得 出 基本 未 知 量 : 


Ar € 2 2 
Mh (At) 


(5) 县 加 法 求 轴 力 ， 见 表 1 最 后 一 列 。 
N= NX+tN, 





(a) (b) 基 本 体系 


图 5.15 例 5-3 图 


5.3.4” 超 静 定 组 合 结构 
在 实际 工程 中 ， 为 节约 材料 ， 提 高 结构 的 刚度 ， 有 了 时 会 采用 超 静 定 组 合 结构 。 结 构 中 
部 分 杆 件 主要 承受 弯曲 变形 ， 称 为 梁 式 杆 ; 另 一 部 分 杆 件 主要 承受 拉 压 变 形 ， 称 为 术 
架 杆 。 
计算 系数 及 自由 项 时 应 根据 杆 件 的 类 型 ， 采 用 不 同方 式 的 计算 。 
梁 式 杆 ， 主 要 考虑 弯 矩 的 影响 : 
5 -TI EI, oT 
析 架 杆 ， 考 虑 轴 力 的 影响 : 
Na MN NN,l 
Gi 4 -> EA 各 = 之 Ed 
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【 例 5-4】 试 分 析 图 5.16(a) 所 示 组 合 结构 的 内 力 ， 
EI=2X10N + m?, EA=2.4X10sN + m?。 
(1) 选择 基本 未 知 量 如 图 5.16b 所 示 。 
(2) 力 法 典型 方程 为 ， 6 +Ap =0。 
(3) 计算 系数 及 自由 项 ， 作 出 Mp、N, 、M, 、W 图 ， 如 图 5.16(c) 和 图 5.16(d) 所 示 。 












































1(1 
= 

EI\2 
=5.71x10” 





4x2x4x2]+ (0.833x0833x5x2+1x1x3) 
3 Ed 


A = 去 (3x2%200x3x2+200x2x3x2]=73x10” 
El\2 3 2 


(4) 求解 典型 方程 ， 得 出 基本 未 知 量 : 
着 =- = 一 127kN (压力 ) 


出 


(5) 合 加 法 作 内 力图 ， 如 图 5.16(e) 所 示 。 
M=MX+M, 








(a) (b) 基本 体系 
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(e) 弯 抢 图 (kN.m ) 轴 力图 (kN) 








图 5.16 例 5-4 


网 
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5.4 ”对称 性 的 利用 





采用 力 法 计算 超 静 定 结构 时 ， 典 型 方程 的 个 数 等 于 超 静 定 次 数 ， 超 静 定 次 数 越 高 ， 需 
计算 的 系数 及 自由 项 个 数 越 多 ， 通 常情 况 下 ， 力 法 典型 方程 组 为 耦合 的 ， 计 算 工 作 量 较 大 
央 此 ， 力 法 适合 计算 超 静 定 次 数 较 低 的 结构 。 

在 工程 实际 中 ， 很 多 结构 存在 如 下 特征 :结构 的 几何 形状 、 支 座 情况 、 杆 件 的 截面 以 
及 材料 特性 等 均 关 于 某 一 几何 轴线 对 称 ， 这 类 结构 称 为 对 称 结构 ， 该 几何 轴线 称 之 为 对 称 
轴 。 利 用 结构 的 对 称 性 ， 超 静 定 问题 的 计算 工作 可 得 到 简化 。 
如 图 $.17(a) 所 示 刚 架 ， 沿 轴 II 对称 。 在 选取 力 法 基本 体系 时 ， 沿 对 称 轴 处 将 杆 件 切 
开 ， 并 代 之 以 相应 多 余 约束 力 ， 如 图 5.17(b) 所 示 。 力 法 基本 未 知 量 为 正 对 称 的 轴 力 入 、 
弯 矩 及 以 及 反对 称 的 剪 力 入 。 基 本 未 知 量 作用 下 的 弯 矩 图 ， 如 图 ;5.17(c)、(d)、(e) 所 示 。 




































































WN 





(a) (b) 基本 体系 





S 





(e) M, 


图 5.17 














可 看 出 ， 对 称 性 基本 未 知 量 为、 交 作 用 下 的 弯 矩 图 为 对 称 图 形 ， 而 反对 称 性 基本 未 
知 量 冶 作 用 下 弯 矩 图 为 反对 称 的 。 由 此 特性 ， 副 系数 


























则 三 次 力 法 典型 方程 可 简化 为 
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OX + XK, +Ap =0 
OX +6,X,+A,p =0 
GX +Asp =0 
原 耦 合 的 方程 组 已 简化 为 一 个 两 元 一 次 方程 组 和 一 元 一 次 方程 组 ， 计 算 工作 量 已 得 到 








再 来 考虑 结构 所 承受 的 荷载 特性 。 
(1) 当 结构 承受 对 称 荷 载 时 ， 荷 载 作 用 下 基本 结构 的 弯 矩 图 为 对 称 图 形 ， 如 图 5.18(a) 
所 示 。 则 自由 项 : 





























代入 力 法 典型 方程 第 三 式 ， 力 法 基本 未 知 量 加 二 0， 即 反对 称 性 基本 未 知 量 为 零 。 因 
此 ， 只 有 对 称 性 基本 未 知 量 而、 马 。 最 后 弯 矩 图 可 由 登 加 法 得 : 
M=MX +M,X,+M; 
N=NX +N,X,+N, 
Q=OX +OX, +,0F 
弯 矩 图 为 对 称 图 形 ， 但 前 力图 为 反对 称 图 形 : 
(2) “” 当 结构 承受 反对 称 荷 载 时 ， 荷 载 作 用 下 基本 结构 的 弯 矩 图 为 反对 称 图 形 ， 如 图 
5.18(b) 所 示 。 


























P 1 中 
| 
| 
| 
§ ! s 
(a) 变形 图 Mp 
了 P 
| 
| 
| 
| 
NS » N 
(b) 变形 图 Mp 
图 5.18 
则 自由 项 : A =| es =0 A = | ds =0 


代入 力 法 典型 方程 ， 可 得 力 法 基本 未 知 量 站 天 0、 玖 二 0， 即 对 称 性 基本 未 知 量 为 零 。 
此 时 ， 只 有 反对 称 性 基本 未 知 量 到。 
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最 后 内 力 








M=MX,+M, 
N=NX,+N; 
Q=OX,+0, 
弯 矩 图 、 轴 力图 为 反对 称 图 形 ， 但 前 力图 为 对 称 图 形 。 
综 上 所 述 ， 可 得 如 下 结论 : 
(1) 对 称 结构 在 对 称 荷载 作用 下 ， 对 称 轴 截 
图 及 位 移 图 是 对 称 图 形 ， 剪 力图 为 反对 称 图 形 。 
(2) 对 称 结构 在 反对 称 荷 载 作 用 下 ， 对 称 轴 截 面 上 的 对 称 性 内 力 为 零 ， 剪 力图 为 对 称 
习 形 ， 弯 矩 图 、 轴 力图 及 位 移 图 为 反对 称 性 图 形 。 
当 结 构 承 受 一 般 荷载 作用 时 ， 可 利用 县 加 原理 将 荷载 分 解 为 对 称 性 荷载 与 反对 称 性 苟 
载 ， 利 用 对 称 性 进行 计算 ， 如 图 5.19 所 示 。 


























-的 反对 称 性 内 力 为 零 ， 弯 矩 图 、 轴 力 

























































































各 《 治 % 


LL I 


图 5.19 
5.5 _ 非 荷载 因素 作用 下 的 力 法 计算 


超 静 定 结构 在 非 衍 载 因素 ( 支 座 移动 、 温 度 改 变 、 材 料 收 缩 、 制 造 误差 等 ) 作 用 下 ， 乡 
构 将 产生 内 力 六 通常 称 之 为 自 内 力 。 求 解 自 肉 力 时 仍 可 采用 力 法 ， 但 典型 方程 中 自由 项 的 
计算 有 所 区 别 。 


5.5.1 支 座 移动 时 的 超 静 定 结构 的 力 法 计算 


【 例 5-5】 如 图 5.20(a) 所 示 的 结构 ， 已 知 B 支 座 移动 ， 下 沉 Cs、 转角 2 ， 各 杆 E 三 常 
数 ， 试 求解 结构 自 内 力 。 

(1) 选择 力 法 基本 未 知 量 ， 如 图 5.20(b) 所 示 。 

(2) 力 法 典型 方程 。 

此 时 ， 变 形 协调 条 件 为 : 基本 结构 沿 总 方向 产生 的 位 移 与 原 结构 的 位 移 相 同 。 而 基 
本 结构 沿 阁 方 向 的 位 移 是 由 支 座 移动 引起 的 ， 用 Aic 表示 。 因 此 典型 方程 为 : 
Xt+Aic=0 
Aic : 由 支 座 移动 引起 的 基本 结构 尚方 向 的 位 移 ， 可 利用 单位 荷载 法 进行 计算 。 
(3) 计算 系数 及 自由 项 。 
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Ac =-D ,RC =0,1— Cs 
(4) 力 法 基本 未 知 量 : 
/6 
X= 6 4 AF (Cs 21) 
3EI 
(5) 最 后 内 力图 。 由 于 基本 结构 在 支 座 移动 作用 下 只 产生 变形 ， 而 无 内 力 产生 ， 因 此 ， 
内 力 全 部 是 由 多 余 约 束 力 引 起 的 。 


















































M = MX, 
N=NX, 
0=0OX, 
如 基本 体系 选择 为 图 5.20(d) 所 示 的 结构 ， 则 力 法 典型 方程 为 
OX +Alc =0, 


力 法 典型 方程 中 的 右边 项 根据 实际 的 变形 条 件 可 不 为 零 。 


Xl 





(a) (b) 基本 体系 (0) M, 





(qd) 


图 5.20 例 5-5 
从 上 例 中 可 以 看 出 ， 由 支 座 移动 引起 的 超 静 定 结构 内 力 计算 问题 具有 如 下 特点 
(1) 力 法 典型 方程 的 右边 项 根据 所 选取 的 基本 体系 的 不 同 可 不 为 零 ， 应 根据 实际 位 移 
条 件 确定 。 
(2) 力 法 典型 方程 中 ， 自 由 项 是 由 支 座 移动 引起 的 。 
(3) 内 力 与 结构 的 刚度 绝对 值 有 关 ， 因 此 在 计算 中 必须 采用 刚度 绝对 值 。 


5.5.2 ”温度 改变 时 的 超 静 定 结构 的 力 法 计算 
温度 改变 时 超 静 定 结构 的 内 力 计算 与 支 座 移动 时 的 计算 相似 ， 典 型 方程 中 自由 项 是 由 
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st103。 
温度 改变 引起 的 基本 结构 的 位 移 ， 其 计算 公式 为 
A = De + TRands 
式 中 ，@ 一 一 材料 的 温度 膨胀 系数 : 
一 轴线 平均 温度 ，4 = 
At 一 结构 内 外 温差 ，At= (6 -mw ): 
【 例 5.6] 图 5.21() 所 示 刚 架 ，E 三 常数 ， 温 度 脚 用 系数 为 a ， 截 面 尺 二 为 





300mm X600mm， 原 工作 环境 温度 20C ， 当 刚 架 内 侧 温 度 升 高 至 50'C 时 ， 试 求 结构 内 力 。 


(1) 选择 力 法 基本 未 知 量 ， 如 图 5.21(b) 所 示 。 
(2) 力 法 典型 方程 ; 
6 1 +A =0 





(3) 计算 系数 及 自由 项 : 
M:? 1 1 2 20 
人 = 之 | 十 (2+2x( 基 x 引 j= 加 


EI 














At=50°C—20°C=30°C 
50-20 
Pe ey), 5 ) -lsec 


0 





A, = 史上 | Mt d+ | Natds 





-x(x12 + x12x122] tax1sxC Hx12) 
=>io2isw 


温差 
泪 


温差 At 为 正六 即 内 侧 温 度 较 高 ， 而 1 图 为 结构 外 侧 受 拉 ， 因 此 积分 取 负 号 。 
温度 变化 为 正 ， 而 入 图 中 横梁 受 压 ， 因 此 积分 取 负 号 


写 。 








和 x 
12m 
上 一 
(a) (b) (0) (d) 
图 5.21 例 5-6 图 


(4) 力 法 基本 未 知 量 : 
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ec = 
3 7 60.750EI 
(5) 作 内 力图 
基本 结构 在 温度 变化 作用 下 不 产生 内 力 ， 因 此 ， 最 后 内 力 全 部 是 由 多 余 约 束 力 引起 的 。 
M = MX 
N= 六 玉 
0=OX 





温度 变化 引起 的 结构 自 内 力 大 小 与 结构 刚度 绝对 值 有 关 ， 成 正比 。 刚 度 印 大 ， 则 自 内 
力 愈 大 。 且 在 低温 面 产 生 拉力 ， 高 温 面 产生 压力 。 因 此 ， 在 钢筋 混凝土 结构 中 ， 应 特别 注 
意 由 于 温度 变化 有 可 能 产生 的 裂缝 。 


5.6” 超 静 定 结构 的 位 移 计 算 


























超 静 定 结构 的 位 移 计算 仍 可 采用 在 第 四 章 中 介绍 的 单位 荷载 法 ， 但 计算 较为 繁琐 。 在 
力 法 基本 原理 的 介绍 中 ， 我 们 已 经 知道 当 求 出 力 法 基本 未 知 量 一 一 多 余 约 束 力 ， 并 将 其 作 
为 主动 力 施加 在 基本 体系 上 后 ， 基 本 体系 的 受 力 和 变形 状态 与 原 超 静 定 结构 完全 相同 。 因 
此 原 超 静 定 结构 的 位 移 计 算 可 以 转换 为 求 基本 体系 这 一 静 定 结构 的 位 移 计算 问题 。 
一 般 的 计算 步骤 如 下 。 \ < 
(1) 选择 力 法 基本 未 知 量 ,确定 力 法 基本 体系 。 
(2) 求解 力 法 基本 未 知 量 及 内 力 。 
(3) 在 拟 求 位 移 处 施加 相应 的 单位 荷载 ， 并 作出 内 力图 好 、 六 及 0 。 
(4) 根据 位 移 计 算 公式 计算 位 移 。 四 
\ TMG NN ,00 
A=> | 万 ds+5| Ea ds+ Dl Ed 
【 例 5-7】 试 求 图 5.22(a) 所 示 超 静 定 梁 的 跨 中 挠 度 ，EI- 常 数 。 
前 例 中 本 题 的 内 力 状态 已 经 求解 : 
力 法 基本 未 知 量 一 一 X=41 
弯 矩 图 一 一 M = MX +M,， 
再 拟 求 位 移 点 C 处 施加 单位 荷载 ， 并 作 弯 矩 图 1 ， 如 图 5.22(d) 所 示 。 
位 移 计 算 公式 为 。 A= FL w ED 
EI El 
1 、M， 如 图 5.22(c) 和 图 5.22(d) 所 示 ， 进 行 图 乘 计 算 : 


Li ETSI.3 Ul 
二 x 二 x 二 x 一 x 二 9g1 | 一 = 
El\2 226 8 EI\8 24228 3 32 2 4 
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结果 为 负 值 ， 说 明 位 移 方 向 与 假设 力 方向 相反 ， 实 际 位 移 方 向 向 下 。 
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P=1 
CA 
M 
(a) (b) 
和 1 jn 
总 =l Mb 
(©) (d) 


5.22 例 5-7 


5.7” 超 静 定 结构 最 后 内 力图 的 校 核 




















与 静 定 结构 的 计算 相同 ， 超 静 定 结构 同样 需 进 行 最 后 内 力图 的 校 核 。 由 于 采用 力 法 计 
算 超 静 定 结构 时 ， 需 首先 计算 力 法 基本 未 知 量 ” 再 由 多 个 内 力图 的 倒 加 或 直接 平衡 条 件 作 
出 最 后 内 力图 ， 任 何 一 个 环节 有 错误 的 话 ， 都 会 导致 最 后 内 力图 的 错误 。 因 此 ， 计 算 完毕 
后 ， 应 进行 校 核 工作 
在 校 核 过 程 中 ， 应 特别 注意 以 下 几 点 : 
(1) 基本 体系 的 选择 是 否 正确 。 
(2) 系数 及 自由 项 的 值 是 否 正 确 。 
(3) 力 法 基本 未 知 量 的 值 是 否 正确 。 
(4) 最 后 内 为 图 的 校 核 。 
最 后 内 力图 的 校 核 要 从 平衡 条 件 和 变形 条 件 两 方面 进行 。 这 是 由 于 采用 力 法 计算 过 程 
中 ， 力 法 典型 方程 的 建立 是 以 变形 协调 为 基础 的 。 某 些 情况 下 ， 如 力 法 基本 未 知 量 计算 错 
误 ， 车 加 后 得 到 的 内 力图 可 以 满足 平衡 条 件 的， 但 是 却 是 错误 的 。 
1. 平衡 条 件 的 校 核 


从 结构 内 任意 截取 一 部 分 ， 该 部 分 的 受 力 状 态 均 可 以 满足 平衡 条 件 。 通 常 在 校 核 中 是 
选取 结 点 或 菜 段 杆 件 作为 研究 对 象 。 
如 例 5-2 中 的 结 点 C， 结 点 受 力图 如 图 5.23 所 示 ， 经 校 验 满足 平衡 条 件 。 


0.054P| 
总 0.34P 
0.34P 0.054PI 
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2. 变形 条 件 的 校 核 
即 利用 已 求 得 的 最 后 内 力图 ， 计 算 超 静 定 结构 任意 点 处 的 位 移 ， 若 该 点 位 移 与 超 静 定 
结构 的 实际 位 移 相 同 ， 则 说 明 满足 变形 条 件 。 
通常 的 做 法 是 选择 实际 位 移 已 知 点 进行 计算 。 如 求 原 结构 沿 多 余 约 束 力 方向 的 位 移 ， 
看 其 是 否 与 实际 位 移 相 同 。 
一 般 来 说 ， 对 于 n 次 超 静 定 结构 在 采用 力 法 计算 时 采用 了 n 个 变形 协调 条 件 ， 校 核 时 
也 应 进行 n 个 多 余 约 束 力 处 的 变形 条 件 的 校 核 。 但 实际 计算 中 ， 只 需 进行 一 、 两 个 变形 条 
件 的 校 核 即 可 。 
如 例 5-7 中 ， 沿 多 余 约 束 力 厂 方向 的 位 移 
MM 
A=5 | 
-Eee xd xda hea 
EI\8 2 3 3 .2 4 
=0 
实际 结构 在 该 点 处 受 链 杆 约束 ， 沿 竖 直 方向 位 移 为 零 ” 因 此 ， 满 足 变 形 条 件 。 


5.8*” 超 静 定 拱 的 计算 



























































拱 结构 在 土木 工程 中 广泛 应 用 于 桥梁 工程 、 水 利 工程 “隧道 工程 、 房 屋 建筑 中 的 拱 式 
屋 架 等 。 常 用 的 拱 结 构 一 般 均 为 超 静 定 拱 。 常 见 的 有 三 铵 拱 和 无 铵 拱 。 


5.8.1 二 贸 拱 
二 贸 拱 为 一 次 超 静 定 结构 (图 5.24(a));- 选 到 力 法 基本 体系 (图 5.24(b))。 力 法 典型 方程 








为 : 
OX +Aip =0 
由 于 基本 体系 为 简 支 曲 梁 ， 所 以 系数 及 自由 项 的 计算 需 采 用 直接 积分 法 。 列 出 在 基本 











































































































未 知 量 及 荷载 作用 下 的 任 一 截面 的 内 力 方程 ， 因 拱 结构 截面 上 轴 力 以 压力 为 主 ， 因 此 ， 假 
设 压 力 为 正 。 
基本 未 知 量 闷 =1 作 用 下 ， 内 力 方程 为 : 
好 =- 
六 =C0s9 
0 =—sing 
荷载 作用 下 ， 内 力 方程 为 : 
M =M! 
Nr = QO? sing 
CO =Orcosy 
中 ，M2? 、92? 为 与 曲 梁 相同 跨度 、 相 同 荷载 作用 下 的 简 支 梁 的 弯 和 矩 及 前 力 。 
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在 一 般 常 用 的 二 绞 拱 中 ， 当 高 跨 比 人 /< 芭 时， 计算 系数 上 可 以 忽略 前 力 的 影响 
而 计算 自由 项 As 时 ， 则 只 需 考虑 坷 失 的 影响 。 


























61= et] 9 qs 
a a 
A =| EI 
A [ea 
力 法 基本 未 知 量 : X= 一 二 
ol 页 由 + Js ed 友和 
最 后 内 力图 由 疮 加 法 可 得 : 


M=MX +M,=M?+H, 
Q=0X +0,=Qcosp—Hsing 
N=NX,+N, =Q? cosp+Hceosp 








图 5.24 

上 式 与 在 静 定 三 铵 拱 中 得 出 的 内 力 表 达 式 相同 ， 说 明 二 贸 拱 与 三 铵 拱 的 基本 受 力 特性 
是 相同 的 ， 但 二 者 之 间 存 在 根本 上 的 区 别 。 三 铵 拱 的 水 平 推力 可 由 平衡 条 件 直接 求 出 ， 而 
二 贸 拱 的 水 平 推力 是 通过 变形 协调 条 件 求 出 的 。 
锯 静 定 拱 结构 任意 截面 的 内 力 与 荷载 、 材 料 性 质 、 截 面 几何 形状 以 及 轴线 的 形状 有 关 。 
在 设计 中 拱 轴 线 的 选取 应 尽量 接近 合理 拱 轴 ， 以 降低 截面 上 的 弯 甜 ， 提 高 材料 的 利用 率 。 
于 只 有 当 超 静 定 拱 结构 的 内 力 计算 出 后 ， 才 能 求 出 压力 线 ， 而 二 者 之 间 又 相互 制约 。 
因此 ， 在 设计 中 只 能 采取 反复 计算 、 逐 步 逼 近 的 方法 。 
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当 基 础 或 支 座 承 载 水 平 推力 的 条 件 较 差 时 ， 可 采用 拉杆 拱 设 计 。 水 平 推力 由 拉杆 承担 ， 
如 图 5.25(a) 所 示 。 
以 多 余 约 束 拉杆 的 轴 力 为 力 法 基本 未 知 量 ， 基 本 体系 如 图 5.25(b) 所 示 。 















































(a) (b) 
图 5.25 
则 基本 未 知 量 为 : 
—yM? 
过 二 A = | a SS 
和 s+t |S d+ 
ll 


互 4 为 拉杆 的 抗 拉 刚度 。 当 拉杆 刚度 趋 下 无 穷 大 时 ， 没 有 轴 向 变形 ， 相 当 于 刚性 支 座 
链 杆 ， 结 构 的 受 力 状态 与 二 铵 拱 相同 汪 落 拉杆 刚度 较 小 且 趋 于 零 ， 则 拉杆 不 起 水 平 约束 作 
用 ， 则 结构 受 力 状态 与 简 支 曲 梁 受 为 状态 相同 。 


5.8.2 ”对 称 无 贸 拱 





无 铵 拱 为 三 次 超 静 定 结构 。 工 程 中 常用 无 贸 拱 通常 为 对 称 结构 。 计 算 时 可 利用 这 一 特 
性 简化 计算 。 没 对 称 轴 处 将 拱 项 切 开 ， 选 取 对 称 的 力 法 基本 结构 ， 如 图 5.26(b) 所 示 。 基 
本 未 知 量 中 ，Xi、\ 否 为 对 称 性 内 力 ， 久 为 反对 称 性 内 力 。 由 对 称 性 ， 力 法 的 典型 方程 为 : 


OX +OX, +Aip =0 
OX +O6,X,+A,p =0 
OX3+A;p =0 
该 方程 组 仍然 是 相互 太 连 的 ， 需 联 立 求解 。 再 进一步 设法 简化 计算 ， 如 可 使 副 系数 
6 = 为 零 ， 则 方程 组 可 简化 为 3 个 独立 方程 ， 使 计算 简化 。 
假设 沿 拱 顶 处 固定 一 段 长 度 为 y 的 刚 辟 ， 如 图 5.26(c) 所 示 ， 由 于 刚 臂 是 绝对 刚性 的 ， 
不 产生 任何 相对 位 移 ， 因 此 带 刚 臂 的 无 铵 拱 与 原 无 铵 拱 是 相互 等 效 的 。 
取 基 本 体系 时 沿 对 称 截面 将 刚 臂 底 端 切 开 ， 基 本 未 知 量 如 图 5.26(d) 所 示 。 
此 时 ， 基 本 未 知 量 作 用 下 内 力 方程 为 : 


X=l M=y-y. N=-cosp | 












































N 
=l: Mi=1 N=0 0=0 
X=1l: M,=—x N =-sinp O=cosp 
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令 5, = 为 零 ， 则 可 得 : 


0 全 


EI 








此 ， 力 法 典型 方程 简化 为 : 














OX1+Aip =0 
6,X,+A,p =0 


3X +Asp =0 








5.26 


方程 组 为 3 个 独立 一 元 一 次 方程 组 成 ， 计 算 工作 得 到 大 幅度 简化 。 
以 上 的 简化 方法 称 为 弹性 中 心 法 。 刚 辟 的 长 度 y, 称 为 弹性 中 心 。 沿 拱 轴 线 两 侧 分 别 取 
距 轴 蕊 zy 远 的 两 条 曲线 ， 由 此 曲线 围 成 的 面积 称 为 拱 的 弹性 面积 。y 即 为 该 弹性 面积 的 


形 心 。 


5.9” 超 静 定 结构 的 特性 


与 静 定 结构 相 比 ， 超 静 定 结构 具有 如 下 特性 : 





(1) 超 静 定 结构 内 有 多 余 约 束 存在 ， 这 是 与 静 定 结构 的 根本 区 别 。 超 静 定 结构 在 多 余 








约束 破坏 后 ， 结 构 仍 然 可 以 保持 其 几何 不 变 的 特性 ;而 静 定 结构 任 一 约束 破坏 后 ， 便 立即 
变 成 几何 可 变 体系 而 失去 承载 能 力 。 因 此 ， 与 静 定 结 构 相 比 ， 超 静 定 结构 具有 更 好 的 抗震 





性 能 。 





(2) 静 定 结构 的 内 力 计算 只 需 通 过 平衡 条 件 即 可 确定 ， 


人 











内 力 大 小 与 结构 的 材料 性 质 
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及 截面 尺寸 无 关 。 而 超 静 定 结构 的 内 力 计算 除 需 考虑 平衡 条 件 外 ， 还 必须 同时 考虑 变形 协 











调 条 件 ， 超 静 定 结构 的 内 力 与 材料 的 性 质 以 及 截面 尺寸 等 有 关 。 
(3) 静 定 结构 在 非 荷载 因素 ( 支 座 移动 、 温 度 改变 、 材 料 收缩 、 制 造 误差 等 ) 的 作用 





























结构 只 产生 变形 ， 而 不 引起 内 力 。 而 超 静 定 结构 在 承受 非 荷 载 因素 作用 时 ， 由 于 多 余 约束 





的 存在 使 结构 不 能 自由 变形 ， 在 结构 内 部 会 产生 自 内 力 。 在 实际 工程 中 ， 应 特别 注意 上 





支 座 移动 、 温 度 改 变 引 起 的 超 静 定 结构 的 内 力 。 






































(4) 由 于 多 余 约束 的 存在 ， 超 静 定 结构 的 刚度 一 般 较 相 应 的 静 定 结构 的 刚度 大 ， 因 此 





内 力 和 变形 也 较为 均匀 ， 峰 值 较 静 定 结构 低 。 
5.10 习 题 
1. 判断 图 示 结 构 的 超 静 定 次 数 


(a) 





(b) (c) 





(e) 


(d) 
人 
(f) (g) 








2. 力 法 计算 图 示 超 静 定 梁 结构 ， 作 出 弯 逢 图。 其 中 :EF 三 常数 。 
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3. 力 法 计算 图 示 超 静 定 刚 架 ， 作 出 内 力 医 




















4m 4m 


(b) 


6m 





(0) 
4. 试 利用 对 称 性 计算 图 示 结 构 ， 作 出 弯 矩 图 
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， 试 求 图 示 等 截面 








. 力 法 计算 图 示 超 静 定 桥架 ， 作 出 轴 力 图 。 其 中 : E4= 常 数 。 




















ke 












) 2m 上 各 色 天 2m 


. 力 法 计算 图 示 超 静 定 组 合 结构 ， 作 出 弯 矩 图 ，E4=5E1(m)。 
20 kN/m 











. 已 知 : 图 示 结 构 在 支 座 4 处 有 单位 转角 8=1， 试 作 弯 和 矩 图 。 其 中 ，E 三 常数 。 


B 





bs < 和 
让 一 直下 





. 图 示 结构 在 支 座 C 处 有 向 下 的 沉降 A ， 试 作 弯 矩 图 。 其 中 : EF 三 常数 。 
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10.” 圆 形 钢筋 混凝土 烟 奥 半径 为 R， 壁 厚 h，EJ 二 常数 ， 温 度 膨 胀 系数 为 a ， 当 内 壁 
升温 iC 而 外 壁 温 度 不 变 时 ， 试 求 烟 向 内 力 。 
11. 试 计算 图 示 结构 C 点 的 水 平 位移 。 其 中 : EJ 二 常数， 各 杆 长 均 为 1。 
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教学 提示 : 位 移 法 是 解 超 静 定 结构 的 基本 方法 之 一 , 许多 实用 的 方法 都 是 从 位 称 法 演 
变 出 来 的 。 建 立 位 移 法 方程 有 两 种 方法 , 一 是 写 典 型 方程 , 二 是 写 平衡 方程 。 本 章 学 习 的 主 
要 内 容 有 位 移 法 的 基本 概念 ; 超 静 定 梁 的 形 常数 、 载 常数 和 转角 位 移 方程 ;位 移 法 基本 未 知 
量 和 位 移 法 基本 结构 的 确定 ;典型 方程 的 建立 ;用 位 移 法 计算 刚 架 和 排 架 ;直接 用 结 点 、 截 
面 平衡 方程 建立 位 移 法 方程 ;利用 对 称 性 简化 位 移 法 计算 。 

教学 要 求 : 学 生 要 掌握 位 移 法 的 基本 概念 , 要 求 会 利用 一 种 方法 正确 的 建立 位 移 法 方 
程 , 了 解 另 一 种 方法 。 例 如 会 正确 地 写 出 典型 方程 , 了 解 利用 平衡 方程 写 出 位 移 法 方程 能 
正确 地 确定 出 位 移 法 基本 未 知 量 ;能 熟练 运用 超 静 定 梁 的 形 常数 、 载 常数 ;会 用 位 移 法 计算 
刚 架 和 排 架 ;并 能 利用 对 称 性 对 位 移 法 计算 进行 简化 。 6 





a 





6.1 位移 法 的 基本 概念 





下 面 先 看 一 个 简 例 ， 以 便 具体 了 解 位 移 法 的 基本 思想 。 


一， -各 入 


I 




















| Ni 


Fp 
ee 
po 
Ay) 
\A27 


同志 二 下 . 


(0°) (d) 
6.1 简 例 


如 图 6.1(a) 所 示 结 构 中 ，n 根 相同 材 料 、 等 长 等 截面 的 杆 件 支承 着 刚性 横梁 ， 横 梁 上 
承受 荷载 f,。 结 点 4 发 生 竖 向 位 移 A | 和 转角 位 移 人，。 在 位 移 法 中 ， 我 们 把 这 两 个 位 移 
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Al 和 A: 作 为 基本 未 知 量 。 这 是 因为 : 如果 能 设法 把 位 移 A, 和 A, 求 出 ， 那 么 各 杆 的 伸 长 
变形 即 可 求 出 ， 从 而 各 杆 的 内 力 就 可 求 出 ， 整 个 问题 也 就 迎刃而解 了 。 由 此 看 出 ， 位 移 
A, 和 A, 是 关键 的 未 知 量 。 

现在 进一步 讨论 如 何 求 基本 未 知 量 A, 和 A, 。 计 算 分 为 两 步 。 

(1) 从 结构 中 取出 一 个 杆 件 进行 分 析 。 

在 体系 中 任 取 一 根 杆 件 ， 如 图 6.1(b) 所 示 ， 如 已 知 杆 件 上 端 沿 杆 轴 向 的 位 移 为 wi( 即 杆 
的 缩短 长 度 )， 则 杆 端 力 ;应 为 : 



































FP = (GD 


式 中 、4、h 分 别 为 杆 件 的 弹性 模 量 、 截 面 面 积 和 长 度 ; 系数 .2 是 使 杆 端 产生 单位 位 移 
时 所 需 施加 的 杆 端 力 ， 称 为 杆 件 的 刚度 系数 。 式 (6-1) 表 明 杆 端 力 及 与 杆 端 位 移 wi 之 间 的 
关系 ， 称 为 杆 件 的 刚度 方程 。 

(2) ”把 各 杆 件 综合 成 结构 。 综 合 时 各 杆 端的 位 移 可 用 两 个 参数 A 和 A, 描述 ， 称 为 基 
本 未 知 量 ， 如 图 6.1(d) 所 示 。 根 据 变形 协调 关系 和 小 变形 理论 ， 各 杆 端 位 移 ui 与 基本 位 置 
量 A1 和 A, 之 间 的 关系 为 : | 








wu =A +LAy (6-2) 
此 式 为 变形 协调 条 件 。 
考虑 结构 的 力 平衡 条 件 ， 守 到 =0 如 图 6.1(c) 所 示 ， 得 ; 


六 Pu -5,=0 (6-3) 
再 考虑 以 结 点 4 为 矩 心 列 力 矩 平衡 条 件 ，》 Mi(F)=0 ， 得 : 
Yr Fb-0 (6-4) 


其 中 各 杆 的 轴 力 , 可 由 式 (6-1) 表 示 。 
利用 式 (6-2) 可 将 杆 端 力 ;用 基本 未 知 量 A, 和 A, 表示 ， 代 入 式 (6-3) 和 (6-4)， 即 得 : 





Ga + 于) 0 (6-5) 
i=1 
局 + (FE) -r=0 (6-6) 
i=l i=1 





这 就 是 位 移 法 的 基本 方程 ， 它 表明 结构 的 位 移 A 和 A, 与 荷载 Fp 之 间 的 关系 。 由 此 可 
求 出 基本 未 知 量 : 














pY LY 
ph PE 
1 Li 5 
BY 
i=1 i=l 


A (6-7) 
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及 A 2 地 
i P i (6-8) 


Ed Sn 
至 此 ， 完 成 了 位 移 法 计算 中 的 关键 一 步 。 
基本 未 知 量 A1 和 A, 求 出 以 后 ， 其 余 问 题 就 迎刃而解 了 。 例 如 ， 为 了 求 各 杆 的 轴 力 ， 

可 将 式 (6-7) 和 式 (6-8) 代 入 式 (6-2)， 再 代入 式 (6-1)， 可 得 

bY YY nb 
Fy =Fp 二 2 


(WIESE 
fi=1 fi=1 


A, 








(6-9) 


由 上 述 简 例 归 纳 出 的 位 移 法 要 点 如 下 。 

(1) 位 移 法 的 基本 未 知 量 是 结构 的 位 移 量 A, ，A, 。 

(2) 位 移 法 的 基本 方程 是 平衡 方程 。 

(3) 建立 方程 的 过 程 分 两 步 。 

@ 把 结构 拆 成 杆 件 ， 进 行 杆 件 分 拆 ， 得 出 杆 件 的 刚度 方程 。 

@ 再 把 杆 件 综合 成 结构 ， 进 行 整体 分 析 ， 得 出 基本 方程 。 

此 过 程 是 一 拆 一 搭 ， 拆 了 再 搭 的 过 程 。 是 把 复杂 结构 的 计算 问题 转变 为 简单 杆 件 的 分 
拆 和 综合 的 问题 。 这 就 是 位 移 法 的 基本 思路 。 

(4) 杆 件 分 拆 是 结构 分 拆 的 基础 杆 件 的 刚度 方程 是 位 移 法 基本 方程 的 基础 ， 因 此 位 
移 法 也 称 “ 刚 度 法 ”。 

















6.2 ”等 截面 直 杆 的 转角 位 移 方程 


位 移 法 以 结 点 位 移 (包括 线 位 移 及 角 位 移 ) 为 基本 知 量 。 其 基本 结构 是 一 组 超 静 定单 跨 
梁 ， 如 图 6.2 所 示 。 因 为 这 3 种 单 跨 梁 能 用 力 法 算出 所 需 的 各 种 结果 ， 故 以 这 3 种 单 跨 梁 
作为 基本 构件 。 为 了 给 学 习 位 移 法 打 基 础 ， 在 本 节 中 讨论 有 关 单 跨 超 静 定 梁 由 荷载 、 杆 端 
位 移 ( 包 括 线 位 移 及 角 位 移 ) 产 生 的 杆 端 力 (包括 杆 端 弯 失 和 杆 端 剪 力 ) 问 题 。 




















6.2 基本 结构 


6.2.1 ” 杆 端 力 及 杆 端 位 移 的 正 、 负 号 规定 
现 以 两 端 固 支 的 单 跨 梁 为 例 说 明 ， 如 图 6.3(a) 所 示 。 
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. 杆 端 弯 矩 

巴 图 6.3(a) 所 示 单 跨 梁 从 端 部 截 开 ， 如 图 6.3(b) 所 示 。 对 4B8 段 杆 来 说 ， 杆 端 弯 矩 绕 杆 
端 顺 时 针 转 动 为 正 ， 逆 时 针 转 动 为 负 。 与 此 对 应 ， 对 结 点 4( 或 B) 来 说 ， 绕 结 点 逆 时 针 转 
动 为 正 ， 顺 时 针 转 动 为 负 。 

图 6.3(b) 所 示 的 杆 端 弯 矩 M4s、Ms4 均 为 正 值 ， 而 图 6.3(c) 所 示 的 杆 端 弯 矩 均 为 负 值 。 























Mp Map Mga Mpa 
(a) 

国 4 Mig Mas Mp4 Mea 
A 
Qap Qag Qp4 Qaa oo ON oo Qa 

(b) (©) 


6.3 ”符号 规定 

2. 杆 端 剪 力 
剪 力 的 方向 定义 为 绕 着 其 所 作用 隔离 体内 侧 附 近 一 点 顺 时 针 转 动 为 正 ， 逆 时 针 转 动 为 
6.3(b) 所 示 剪 力 04 及 @w 为 正 ， 图 6.3(c) 所 示 的 -QO 入 及 O84 则 为 负 。 
3. 支 座 截面 转角 
截面 转角 规定 为 顺 时 针 转 动 为 正 ， 逆 时 针 转 动 为 负 。 图 6.4(a) 所 示 转 角 w, 为 正 ( 它 是 
顺 时 针 转 动 )， 图 6.4b 示 出 的 转角 wo, 则 为 负 ( 它 是 逆 时 针 转 动 )。 

4. 杆 端 相对 线 位 移 

杆 件 两 端 相 对 线 位 移 的 方向 规定 为 使 杆 端 联 线 顺 时 针 转 动 为 正 ， 逆 时 针 转 动 为 负 。 
图 6.5(a) 所 示 杆 端 相 对 线 位 移 A 为 正 ， 而 图 6.5(b) 所 示 则 为 负 。 

















沪 



































9, B 
站 = B 4 ~ 
(a) (a) 
bs 
4 KE Bp 后 2 
(b) (b) 
图 6.4 ”转角 位 移 符号 规定 图 6.5 转角 位 移 符 号 规定 














应 当 注 意 本 章 给 出 的 正 负 号 规定 。 本 章 所 述 杆 端的 弯 矩 正 、 负 号 与 材料 力学 中 梁 的 弯 
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矩 正 、 负 号 规定 不 同 。 材 料 力 学 中 规定 粱 的 下 侧 受 拉 为 正 。 例 如 ， 图 6.3(b) 中 的 Mp4 能 使 
梁 的 上 侧 受 拉 ， 规 定 为 正 ， 而 材料 力学 中 规定 为 负 。 尽 管 正 、 负 号 规定 不 同 ， 其 弯 矩 图 都 
是 画 在 杆 件 受 拉 的 一 侧 。 前 力 符号 规定 与 以 前 相同 。 
同时 ， 还 应 注意 作用 在 杆 端的 弯 矩 与 作用 在 结 点 上 的 弯 矩 是 作用 与 反作用 的 关系 。 两 
者 大 小 相等 、 方 向 相反 ， 所 以 作用 在 结 点 上 的 弯 矩 的 正 向 应 是 逆 时 针 方向 。 剪 力 无 论 作 
在 杆 端 ， 还 是 作用 在 结 点 ， 总 是 以 绕 着 其 所 作用 隔离 体内 侧 附 近 一 点 是 顺 时 针 转 动 为 正 。 
6.2.2 ”各 种 情况 下 产生 的 杆 端 力 
1. 杆 端 单位 转角 产生 的 杆 端 力 
1) 两 端 固定 梁 
设 杆 的 4 端 发 生 正 的 单位 转角 pg,=1，B 端 固 定 不 动 。 变 形 曲线 如 图 6.6(a) 所 示 ， 得 到 
杆 洋 半生 如 图 6.6(b) 所 示 ， 产 生 的 这 算 图 如 图 6.6(c) 所 示 。 这 里 于 过 是 杆 件 的 线 刚度 。 演 
和 矩 图 是 用 力 法 算得 的 。 四 
由 变形 曲线 看 出 ，4 端 下 面 受 拉 ，B 端 上 面 受 拉 避 (由 此 弯 矩 图 左 段 在 下 方 ， 右 段 在 上 
方 )。 只 要 正确 画 出 变形 曲线 草图 ， 弯 矩 图 就 不 会 画 反 。 根 据 弯 矩 图 ， 杆 件 转动 端 旁 矩 为 
形 ， 顺 时 针 方 向 ， 是 正 的 ， 杆 件 另 端 弯 矩 为 2 等 于 转动 端 弯 矩 的 一 半 ， 也 是 正 的 。 由 
平衡 条 件 ， 如 图 6.6(b) 所 示 ， 可 得 两 端的 村 并 六 力 均 为 全 ， 都 是 负 的 。 这 两 个 村 端 交 力 形 
成 一 个 力 偶 ， 用 以 平衡 两 端的 杆 端 弯 矩 之 和 。 I 
于 是 ， 由 两 端 固定 梁 4B° 的 :4 端 发 生 单位 转角 gi=1 后 产生 的 杆 端 力 为 
和 | Mg=4i i p 
Ma =2i \ (6-10) 
} 6i 
Qi = Qa -7 
图 6.6(c) 所 示 的 弯 矩 图 必须 牢记 ， 有 了 弯 矩 图 就 容易 算出 杆 端 弯 和 矩 ， 有 了 杆 端 弯 矩 即 
可 由 平衡 条 件 求 出 杆 端 剪 力 。 
2) 一 端 固定 ， 男 端 匀 支 梁 
如 图 6.7(a) 所 示 的 一 端 固定 ， 另 端 铵 支 梁 结构 ， 设 杆 的 4 端 发 生 正 单位 转角 gp,=1， 支 
座 B 固定 不 动 。 变 形 曲线 如 图 6.7(a) 所 示 ， 杆 端 弯 矩 如 图 6.7(b) 所 示 ， 弯 矩 图 如 图 6.7(c) 所 
示 。 由 变形 曲线 草图 可 见 杆 件 下 侧 受 拉 ， 弯 矩 图 应 画 在 杆 的 下 方 。 
根据 弯 矩 图 ， 转 动 端 弯 矩 为 3; ， 另 端 为 0。 转动 端的 弯 拢 为 顺 时 针 ， 是 正 的 。 
图 67(D) 所 示 平 衡 条 件 可 得 本 端的 杆 端 关 力 均 为 卫 ， 者 是 负 的 。 


-是 ， 一 端 固定 、 另 端 锐 支 的 梁 4B， 由 于 4 端 发 生 单位 转角 ws =1 产生 的 杆 端 力 为 
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Ms =3i 

M0 (6-11) 
3i 

Ce=Oo = 


Er 
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4i 
(a) 
2i 
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(b) 
2i 
4i 
(0 
6.6 图 6:7 





3) 一 端 固定 ， 另 端 为 定向 支 座 的 梁 





如 图 6.8 所 示 是 一 端 固定 ， 另 端 为 定向 支 座 的 梁 … 设 杆 的 4 端 发 生 正 的 单位 转角 











94=1， 变 形 曲 线 草图 如 图 6.8(a) 所 示 ， 杆 端 
6.8(c) 所 示 。 





弯 和 矩 如 图 6.8(b) 所 示 ， 力 法 解 出 的 弯 矩 图 如 图 


根据 弯 矩 图 ， 转 动 端的 杆 端 弯 矩 为 顺 时 针 方 向 ， 是 正 的 。 另 一 端的 杆 端 弯 算 为 -i ， 





逆 时 针 方向 ， 是 负 的 。 


杆 讲 前 力 为 零 。 

于 是 ， 一 端 固定 ， 另 端 为 定向 支 座 的 梁 ，4 端 发 生 单位 转角 时 产生 的 杆 端 力 为 
Ms = 一 Mar=i 
Q1s = Qi=0 


2. 杆 端 单位 相对 线 位 移 产 生 的 杆 端 力 


) 两 端 固定 梁 


























变形 曲线 如 图 6.9(a) 所 示 。 杆 端 弯 矩 如 图 6.9(b) 所 示 ， 弯 矩 图 如 图 6.9(c) 所 示 。 








4 一 一? 
Ti 12i1* 
(b) i:((— I 


© Gl 
(0) i TI ， 


6.8 图 6.9 
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(6-12) 


如 图 6.9 所 示 两 端 固定 的 梁 ， 设 杆 的 8 端 相对 于 4 端 发 生 了 正 的 单位 线 位 移 A=1， 
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根据 弯 和 矩 图 ， 4 端的 村 端 算 为 全 ， 逆 时 针 方向 ， 是 负 的 ， 端的 杆 端 灾 拭 也 是 和 ， 





逆 时 针 方向 ， 也 为 负 。 
图 6.9(b) 所 示 平 衡 条 件 下 得 两 端的 杆 端 电力 均 为 . ， 都 是 正 的 。 









































于 是 ， 两 端 固定 梁 由 于 发 生 单位 相对 线 位 移 而 产生 的 杆 端 力 为 























6i 
Mg = Ms = 
12i (6-13) 
i 
Qs = Qps i 
2) 一 端 固定 ， 另 端 贸 支 梁 
如 图 6.10 所 示 一 端 固定 ， 另 端 铵 支 的 梁 ， 设 下 端 相对 于 4 端 发 生 单位 线 位 移 A=1， 








变形 曲线 如 图 6.10(a) 所 示 ， 杆 端 力 如 图 6.10(b) 所 示 ， 弯 和 矩 图 如 图 6.10(c) 所 示 。 
- 端 固定 ， 另 端 匀 支 的 粱 发 生 单位 相对 线 位 移 A=1 时 产生 的 杆 端 力 为 














Mg =3i 

M =0 (6-14) 
3 

Q1s = Qp 7 


(a) (b) (c) 


图 6:10 





3) 一 端 固定 ,“ 男 端 为 定向 支 座 的 单 跨 梁 


这 种 形状 如 图 6.11 所 示 ， 由 于 支 座 移动 时 杆 4 
件 平移 ， 所 以 不 产生 内 力 。 ,可 和 


上 述 3 种 单 跨 梁 ， 由 于 杆 端 转 角 、 相 对 线 位 移 
引起 的 杆 端 弯 矩 要 求 记 住 。 为 便于 记忆 ， 现 列表 




















图 6.11 


6-1， 通 常 称 之 为 形 常数 。 
表 6-1 等 截面 杆 件 位 移 作用 下 固定 端 弯 矩 和 剪 力 ( 形 常数 ) 






单 跨 超 静 定 梁 简 图 ORs 
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单 跨 超 静 定 梁 简 




















3. 外 荷载 引起 的 杆 端 力 
外 荷载 引起 的 杆 端 弯 矩 称 固 端 弯 矩 ， 为 了 与 支 座 移动 引起 的 杆 端 弯 矩 相 区 别 ， 在 其 右 
上 角 加 上 一 个 已 如 MA、 引起 的 杆 端 弯 矩 称 固 端 前 力 ， 以 2 、 05 来 表 
示 ， 如 图 6.12 所 示 是 固 端 弯 矩 及 固 端 前 力 的 正 向 。 
固 端 杰 矩 、 固 端 前 力 同样 可 以 用 力 法 求 得 。 为 了 使 用 方便 ,把 常用 的 固 端 弯 矩 及 固 端 
常数 。 这 个 表 上 的 杆 端 为 不 要 求全 部 记 住 ， 但 如 图 
6.13 所 示 几 种 常见 情况 的 杆 端 杰 和 矩 一 定 要 记 住 ， 考 试 时 不 给 出、 







































图 6.12 图 6.13 
实际 上 ， 只 要 记 住 固 端 弯 矩 ， 就 可 以 利用 平衡 条 件 求 




















出 固 喘 前 力 。 ,有 IN ， 
Py ee Lg 
如 图 6.14(a) 所 示 单 跨 梁 ， 已 知 4 端 弯 矩 Me = 82 | / 
则 杆 端 前 力 可 按 平衡 条 件 求 得 。 了 机 
列 力矩 方程 3 M, =0 如 人 


IIUI， 

OW 1+ -MS =0 GC 

得 3 (6-15) | | 
Op = 


列 力矩 方程 ， 2 Ms =0 














QO% IM -3ar =0 
(6-16) 
QO 本 


ws 


e132 





上 面 分 别 探讨 了 单 跨 超 静 定 梁 在 单位 









































下 的 杆 端 力 。 当 梁 上 既 有 外 力 又 有 杆 端 位 移 (4 端 转角 p, ，B 端 转角 


干 端 转角 、 单 位 杆 端 相 对 线 位 移 、 外 荷载 单独 作 


9s，4、B 两 端 相 






















































































对 线 位 移 A ) 时 ， 可 运用 姜 加 原理 得 到 杆 端 弯 甜 与 杆 端 剪 力 的 算式 。 
表 6-2 等 截面 杆 件 固定 端 弯 矩 和 剪 力 ( 载 常数 ) 
序 固 端 弯 矩 固 端 前 力 
让 i 度 矩 图 
号 计算 简 图 及 挠 度 图 弯 和 矩 Ms Mn 0 Qo 
£1 9 S 
gtil2 gril2 2 2 
2 > gt ge ql ql 
1 a 
Fll8 FS 
El El 有 已 
学 发 一 考 8 8 2 2 
M 2 
; < i M M 3M 3M 
Wt | 国 面 
= | M4 i 4 4 21 21 
i_El 
如 bh El El 
1 EIAt QEIAt 
4 | | 一 一 | 0 0 
_5g! 3 
5 8 8 
11F, SF, 
6 16 16 
We 
| mM | a 
7 ‖ 去 一 上 = M2 2 M 21 21 
ty El Da 3EIaA2h 
3ElaAt |_3ElaAt 
8 0 2n1 2 
_g 
9 6 ql 0 
El 
10 和 ”i 喇 六 
ty El 站 ElaAyh 
万 硅 -一 诸 ElaAt _ElaAt 
11 At= 三 一 好 h h 0 9 
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6.2.3 ”等 截面 直 杆 的 转角 位 移 方程 


单 跨 超 静 定 梁 在 荷载 、 温 改 和 支 座 移动 共同 作用 下 ， 如 图 6.15 所 示 ， 在 线性 小 变形 
条 件 下 ， 利 用 前 两 小 节 讨 论 的 结果 ， 由 又 加 原理 可 得 转角 位 移 方 程 (刚度 方程 ): 


6i 
Mg = hip +2ips ~ A + Ms 

















; 6i p 
Mia = 4igs + 2i9, -TA + Ma 


6l1 6 12i 人 
2uo=- 了 4 一 了 了 92 1 Msg + Qug 
OW = eps +t RA +, 
已 知 杆 端 弯 矩 ， 可 由 杆 件 的 甜 平衡 方程 求 出 剪 力 : 
Qn =- t+, (6-18) 
其 中 : i 是 杆 件 的 线 刚度 M1 ,M2 为 由 荷载 和 温度 变化 引起 的 杆 端 弯 矩 ， 称 为 固 端 弯 


和 矩 。 
另 两 类 杆 的 转角 位 移 方程 可 按 同 样 的 道理 推出 。 





图 6.15 单 跨 超 静 定 梁 在 荷载 、 温 改 和 支 座 移动 共同 作用 


6.3 ”基本 未 知 量 数目 的 确定 和 基本 结构 


位 移 法 是 计算 超 静 定 结构 的 基本 方法 之 一 。 

在 本 章 的 讨论 中 ， 刚 架 与 梁 不 计 轴 向 变形 ， 且 变形 
微小 ， 因 而 可 以 认为 结构 变形 后 杆 件 两 端的 间距 不 变 
或 者 简单 地 说 杆 不 变 。 由 此 ， 两 结 点 间 有 杆 相 联 时 ， 二 
结 点 的 线 位 移 便 互 相关 联 ， 而 不 会 全 是 独立 的 了 。 

基本 未 知 量 指 独立 的 结 点 位 移 : 包括 角 位 移 和 线 位 
移 ， 如 图 6.16 所 示 的 结构 为 9 次 超 静 定 结构 ， 用 力 法 
计算 有 9 个 基本 未 知 量 。 而 采用 位 移 法 计算 ， 则 只 有 一 
个 基本 未 知 量 。 

基本 结构 指 增加 附加 约束 后 ， 使 得 原 结构 的 结 点 不 能 发 生 位 移 的 结构 。 




































































图 6.16 
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1. 无 侧 移 结构 

无 侧 移 结构 中 的 基本 未 知 量 为 所 有 刚 结 点 的 转角 。 基 本 结构 为 在 所 有 刚 结 点 上 加 刚 
臂 后 的 结构 。 这 样 ， 只 需 在 结构 的 刚 结 点 上 和 组 合 结 点 的 刚 结 处 加 刚 臂 ， 即 可 变 成 基本 
结构 。 

如 图 6.17 所 示 结 构 ， 在 结构 的 刚 结 点 和 组 合 结 点 上 都 要 加 刚 辟 ， 贸 结 结 点 处 不 要 加 。 
结 点 3( 图 6.17(a) 是 刚 结 点 ， 在 结 点 3 上 加 刚 辟 后 (图 6.17(b))， 杆 23 变 为 一 端 固定 一 端 贸 
支 杆 ， 杆 3D 变 为 两 端 固定 杆 ; 结 点 2 是 铵 结 点 ， 不 加 刚 臂 也 构成 了 单 跨 梁 (图 6.17(b))， 
杆 23 为 一 端 匀 支 一 端 固定 梁 ， 杆 2C 为 一 端 匀 支 一 端 固 定 梁 ， 杆 21 为 两 端 匀 支 梁 ， 所 以 
贸 结 点 无 需 加 刚 臂 ; 结 点 1 是 组 合 结 点 。 需 要 在 杆 14 与 杆 18 的 刚性 接头 处 加 刚 臂 ， 以 
使 此 二 杆 变 为 两 端 固定 粱 (图 6.17(b))。 注 意 : 结 点 1 上 的 附加 刚 臂 只 约束 刚 结 于 结 点 1 的 
杆 41 和 杆 B1 的 1 端 转角 ， 而 不 约束 铵 结 于 结 点 1 的 杆 12 的 1 端 转角 。 附 加 约束 所 约束 
的 位 移 就 是 基本 未 知 量 ， 对 于 本 例 ， 结 点 1 及 结 点 3 的 转角 Z1 如 即 为 基本 未 知 量 ， 如 图 


6.17(c) 所 示 。 
pn 各 
”RY 
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4 1 部 3 经 1 3 
B C D C D 
B & 万 
(a) (b) (0°) 
图 6.17 


2. 有 侧 移 结 
基本 未 知 量 除 所 有 刚 结 点 的 转角 外 ， 还 有 结 点 的 线 位 移 。 基 本 结构 除 在 所 有 刚 结 点 上 
加 刚 臂 外 ， 还 要 附加 支 杆 以 限制 侧 向 移动 。 这 样 ， 结 构 在 刚 结 点 、 组 合 结 点 的 刚 结 处 加 刚 
臂 ， 还 要 加 有 限制 侧 向 移动 的 支 桂 ， 即 构成 基本 结构 。 
为 了 确定 独立 的 结 点 线 位 移 的 数目 ， 可 采用 贸 化 结 点 的 (a) 
办 法 ， 即 在 全 部 刚 结 点 上 加 匀 ， 使 其 变 成 匀 接 结 点 ， 在 所 有 
辐 定 端 上 加 匀 ， 使 其 变 成 匀 支 座 ， 然 后 对 这 个 匀 结 体系 作 机 
构 分 析 。 如 果 匀 结 体系 是 几何 不 变 的 ， 则 原 结构 没有 结 点 线 









































位 移 。 如 果 贸 结 体系 是 几何 可 变 的 ， 则 原 结构 就 有 结 点 线 位 全 
移 。 结 点 线 位 移 的 数目 怎样 确定 呢 ? 用 加 支 杆 的 办 法 使 这 个 
铵 结 体系 变 成 几何 不 变 体系 ， 所 需 加 的 支 杆 的 数目 就 等 于 独 
立 的 结 点 线 位 移 数目 ， 以 下 简称 为 结 点 线 位 移 数目 。 把 如 图 
II 
图 6.18 














6.18(a) 所 示 的 结构 变 成 如 图 6.18(b) 所 示 的 结构 ， 图 6.18(b) 为 一 次 机 构 ， 则 图 6.18(a) 有 一 
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个 结 点 线 位 移 。 又 例如 ， 图 6.19(a) 为 有 侧 移 的 刚 架 ， 为 了 确定 其 结 点 线 位 移 数目 ， 首 先 在 
所 有 刚 结 点 (包括 支 座 ) 上 加 饺 ， 使 其 变 为 匀 结 体系 (图 6.19(b))， 显 然 这 是 个 几何 可 变 体系 ， 
为 使 其 成 为 几何 不 变 ， 需 加 3 个 支 杆 。 这 3 个 支 杆 可 加 在 结 点 2、5、7 上 (图 6.19(c)， 按 
几何 组 成 分 析 规则 一 一 逐次 加 两 杆 结 点 ， 可 以 认定 其 为 几何 不 变 体系 ， 附 加 支 杆 也 可 以 加 
在 结 点 1、3、6 上 。 
需 加 支 杆 的 数目 为 3， 说 明 体系 的 结 点 线 位 移 数目 等 于 3， 之 所 以 能 用 铵 结 体系 
来 判断 原 结构 的 位 移 个 数 ， 是 因为 两 种 体系 结 点 间 的 几何 约束 是 一 样 的 ， 都 认为 杆 件 长 度 
不 变 ， 亦 即 结 点 间距 不 变 ， 而 有 几 个 独立 线 位 移 正 是 由 这 些 结 点 间 的 约束 条 件 确定 的 。 
车 结构 简单 ， 线 位 移 个 数 容易 判断 ， 则 无 需 画 出 匀 化 体系 。 
该 体系 不 仅 有 3 个 结 点 线 位 移 ， 还 有 7 个 结 点 角 位 移 ， 基 本 未 知 量 的 总 数目 为 10 个 。 
欲 使 其 形成 基本 结构 ， 应 当 加 上 7 个 附加 刚 臂 ，3 个 附加 支 杆 ， 基 本 结构 如 图 6.19(d) 所 示 。 




















































































图 6.19 基本 结构 体系 的 形成 





综 上 所 述 ， 有 了 位 移 法 基本 结构 也 就 有 了 位 移 法 基本 未 知 量 。 为 了 形成 基本 结构 ， 需 
在 刚 结 点 和 组 合 结 点 加 刚 辟 以 限制 结 点 转动 。 同 时 可 以 借助 于 匀 化 体系 ， 加 附加 支 杆 以 限 
制 结 点 移动 。 附 加 刚 臂 和 附加 支 杆 的 总 数 ， 即 是 基本 未 知 量 数 。 

角 位 移 未 知 量 数目 等 于 附加 刚 臂 数目 。 线 位 移 未 知 量 数目 等 于 附加 支 杆 数目 。 

位 移 法 基本 未 知 量 数 目 与 结构 的 超 静 定 次 数 无 关 ， 它 们 是 完全 不 同 的 两 个 概念 。 





6.4 位移 法 典型 方程 及 刚 架 计算 
6.4.1 ”位移 法 典型 方程 
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位 移 法 典型 方程 的 建立 与 力 法 一 样 ， 首 先 确定 待 分 析 问 题 有 未 知 量 个 数 ， 如 几 个 独立 
结 点 位 移 ， 几 个 独立 的 线 位 解法 ， 如 图 6.20 所 示 结 构 基 本 未 知 量 只 有 一 个 ， 即 结 点 B 的 
转角 位 移 。 然 后 加 限制 结 点 位 移 的 相应 约束 ,如 线 位 移 加 链 杆 、 角 位 移 加 限制 转动 的 刚 辟 
来 建立 位 移 法 基本 结构 。 图 6.20(a) 的 基本 结构 如 图 6.21(a) 所 示 。 基 本 结构 可 以 拆 成 单 跨 
梁 的 3 类 超 静 定 结构 ， 如 图 6.2 所 示 。 和 力 法 一 样 ， 受 基本 未 知 量 和 外 因 共 同 作用 的 基本 
结构 称 为 基本 体系 。 

然后 令 基 本 结构 分 别 产 生 单一 的 单位 基本 位 移 Zi=1， 根 据 形 常数 可 作出 基本 结构 单 
位 内 力图 (单位 弯 矩 图 好 , )。 根 据 载 常数 可 作出 基本 结构 荷载 (包括 广义 荷载 ) 内 力图 ( 弯 矩 
图 M，)。 图 6.20(a) 所 示 结 构 的 两 个 弯 矩 图 ， 如 图 6.21(b)、 图 6.21(c) 所 示 。 图 中 心 和 


i 分别 为 全 和 好 ， 称 为 48 和 8C 杆 的 线 刚度 。 习 惯 上 将 单位 长 度 的 抗 这 刚度 记 作 


j= 全 为 了 标明 是 哪 根 杆 的 线 刚度 ， 再 以 双 下 标 表明 杆 的 名 称 志 如 is 和 isc 等 。 根 据 单 
位 内 力图 ， 取 结 点 或 部 分 隔离 体 可 计算 出 Z,=1 时 所 引起 的 位 移 =0 时 所 对 应 的 附加 约 
束 上 的 反 力 系数 态 ;， 根据 荷载 内 力图 ， 取 结 点 或 部 分 隔离 体 可 计算 Z 位 移 对 应 的 附加 约 
束 上 的 反 力 (与 位 移 方向 相同 为 正 )。 对 于 图 620(a) 所 示 结 构 而 言 : hh, = 4i4g +3iac， 


Fl 
Fp = 一 Mb 避 










































































Fp Be Mb 
》 Na B 用 B 
Sg 示 内 限制 
转动 位 移 
(b) (a) (b) (9 
图 6.20 图 6.21 


基本 结构 和 原 结构 有 两 点 区 别 : 原 结构 在 外 因 下 是 有 结 点 位 移 的 ， 而 基本 结构 是 无 结 
点 位 移 的 ， 基 本 结构 有 附加 的 约束 ， 而 原 结构 是 无 附加 约束 的 。 基 本 体系 是 令 基 本 结构 发 
生 原 结构 待 求 的 位 移 Z,(i=1, 2 ，… n)， 同 时 受 有 外 因 作 用 ， 从 结 点 位 移 方 面 看 ， 基 本 
体系 和 原 结构 没有 差别 ， 但 是 由 于 待 求 位 移 Z,(i=1, 2 ，… nn) 和 外 因 作用 ， 第 i 个 附加 约 


束 上 将 产生 已 = 六 三 2Z, + 太 的 约束 总 反 力 ， 显 然 这 是 和 原 结构 不 同 的 。 为 了 消除 这 一 差 



















































































别 ， 由 于 原 结构 没有 附加 约束 ， 所 以 第 i 个 附加 约束 上 的 总 反 力 应 该 等 于 0， 也 即 
已 =0 或 














FZ +E,=0 ,i=1 2 1) (6-19) 
1 


“I 
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后 和 十 后 22Da 十 … 十 
及 ,DZ + 及 DZ +-…+ 


kiZ1 + haZ, 十 十 


式 (6-19) 和 式 (6-20) 称 为 位 移 法 典型 方程 。 对 于 


h,Z, +F,=0 


nn 


EZ t+hs=0 
一 (6-20) 
KZ2.+F 


RE 


图 6.20(a) 所 示 结 构 ， 位 移 典 型 方程 为 





kh 121 + Fp=0 


Fl 
和 
位 移 法 典型 方程 和 力 法 对 线 弹 性 结构 来 说 
可 得 基本 未 知 量 Z,(i=1，2 ，… 
行 琶 加 ， 
任意 位 移 等 。 
[ 见 ， 位 移 法 采 
图 
形状 如 
示 。 该 体系 的 基本 未 入 





其 中 :; =4is+3isc， Fp=-M?,=— 








| 





日 基 本 体系 的 解 题 法 题 与 
6.22(a) 所 示 刚 架 既 有 结 点 转角 ， 又 有 结 
虚线 所 示 。 结 点 1 及 结 点 2 的 角 位 移 用 

量 有 三 个 。 为 了 把 它 转 











尽 








臂 ， 以 限制 结 点 转动 ， 在 结 点 3 处 加 附加 支 杆 
图 6.22(b) 所 示 。 





结构 如 










































































n)， 求 得 位 移 基 本 未 知 量 以 后 ， 
得 到 基本 体系 的 弯 矩 ， 也 就 是 原 结构 的 弯 矩 ， 进 而 可 





是 相同 的 ， 它 是 线性 代数 方程 组 ， 求 解 后 即 
由 M =》 M,Z,+M; 进 


| 求 超 静 定 结构 的 其 他 内 力 和 




















力 法 的 思路 是 十 分 相像 的 。 
点 线 位 移 。 在 给 定 荷载 作用 下 变形 曲线 大 致 
Z1、 ,如 表示 ， 结 点 3 的 侧 向 线 位 移 用 及 表 
化 为 单 跨 梁 系 ， 在 结 点 1、2 两 处 加 附加 刚 


， 以 限制 刚 架 侧 向 移动 ， 形 成 的 位 移 法 基本 




















图 6.22 
在 基本 结构 上 ， 先 加 上 已 给 定 的 外 荷载 ， 为 了 消除 基本 结构 与 原 结构 之 间 的 差别 ， 转 
动 附加 刚 臂 ， 使 结 点 1、2 分 别 发 生 转 角 Z1/、Z,， 移 动 附加 支 杆 3， 使 结 点 3 发 生 的 水 平 
侧 移 等 于 Z3， 如 图 6.22(c) 所 示 。 如 果 Z1/、Z、2Z; 是 应 有 的 位 移 ， 则 该 体系 就 恢复 了 其 原 
来 的 自然 状态 ， 而 附加 约束 就 不 起 作用 ， 即 其 反 力 等 于 零 。 
F=0 
已 =0 (6-21) 
已 =0 
于 附加 约束 1、2 是 刚 臂 ， 反 力 FI、F 为 刚 辟 1、2 的 反 力矩 。 附 加 约束 3 是 支 杆 ， 
其 反 力 为 支 杆 反 力 。 
公式 (6-21) 中 ， 反 力 巴 、 瓦 、 且 是 由 转角 位 移 Z1/、Zy、 线 位 移 Z 和 外 荷载 对 基本 结构 
共同 作用 引起 的 。 按 大 加 原理 ， 共 同 作用 等 于 分 别 作用 的 硬 加 。 由 此 











证 
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b=E+h,+F,+h, 
B=F+Fh,+F+Fp 
其 中 ll、Fy、 1 为 由 21 引 起 的 附加 约束 1、2、3 的 反 力 ; Fi2、F;2、F3 为 由 2Z3 引 起 
的 附加 约束 1、2、3 的 反 力 ; Fl3、Fw3、F3 为 由 Z 引 起 的 附加 约束 1、2、3 的 反 力 ; 
Fip、Fyp、F3p 为 由 外 荷载 引起 的 附加 约束 1、2、3 的 反 力 。 下 标 中 的 头 一 字母 指示 是 哪 
个 约束 的 反 力 ， 第 二 个 字母 指示 是 由 什么 原因 引起 的 。 
为 了 把 未 知 量 Z1/、Zy、Z; 显 露出 来 ， 把 它们 引起 的 反 力 写成 如 下 形式 : 


R=F+F+h+Fp 
(6-22) 





















































Fi=h 2 b=h2 B=h2 
Fy =h,2, 1; PF, =kZ, 1; F, =h,2, (6- 
Fs =h;2 PF =ksZ 有 = 





23) YA 
中 后 、b 及 为 Zi=1( 图 6.23a) 引 起 的 附加 约束 1、2、 3 的 反 力 ; 2、ka2、h32 为 
Z=1( 图 6.23b) 引 起 的 附加 约束 1、2、3 的 反 力 ，ki3、ka3、 镶 ;为 Z3=1( 图 6.23c) 引 起 的 附加 
约束 1、2、3 的 反 力 ; 图 中 所 示 为 反 力 正 向 。 < 
将 式 (6-23) 代 入 式 (6-22) 得 : > 
kiZ1 +hk,2, th ,+ =0 
Ley + hsZit KyZs +Pr=0 
kiZi tC + hsZs + Fp =0) 
上 式 所 示 方 程 组 就 是 式 (6-19) 和 式 (6-20) 关 于 3 个 未 知 量 的 位 移 法 典型 方程 。 方 程式 的 
数目 永远 与 基本 未 知 量 数目 相同 。 因 为 有 多 少 个 未 知 位 移 就 要 加 多 少 个 约束 ， 而 加 多 少 个 
附加 约束 ， 就 要 有 多 少 个 使 附加 约束 反 力 等 于 0 的 方程 ， 以 使 结构 恢复 自然 状态 。 
典型 方程 式 中 的 系数 与 是 位 移 Z=1 时 引起 的 附加 约束 守 的 反 力 。 
第 一 个 方程 表示 附加 约束 1 的 反 力 等 于 0， 即 FI=0。 第 一 个 附加 约束 是 刚 辟 ， 其 反 力 
五 为 反 力 和 矩 。 第 一 个 方程 中 的 所 有 系数 1、h2、h3 和 自由 项 Fip 都 是 附加 刚 辟 1 的 反 力 
矩 ， 所 以 下 标 中 第 一 个 字母 都 是 1。 
第 二 个 方程 表示 附加 约束 2 的 反 力 等 于 0， 即 玉 =0。 第 二 个 附加 约束 也 是 刚 臂 ， 故 其 
反 力 Fy 也 为 反 力矩 。 第 二 个 方程 中 的 所 有 系数 |/、kp，、h53 和 自由 项 Fp 都 是 附加 刚 辟 2 
的 反 力矩 ， 所 以 第 一 个 下 标 都 是 2。 
第 三 个 方程 表示 附加 约束 3 的 反 力 等 于 0， 即 Fy=0。 第 三 个 方程 中 所 有 系数 
ka1、ka2、hka3 和 自由 项 Fp 都 是 附加 支 杆 3 的 反 力 ， 所 以 第 一 个 下 标 都 是 3。 
为 了 求 系数 和 自由 项 ， 可 以 绘 出 ZZ1、 邵 、Z3 引起 的 单位 弯 矩 图 MI、M2、M4 及 荷载 弯 
和 矩 图 Mp 图 ， 如 图 6.23(a)、 图 6.23(b)、 图 6.23(c) 所 示 。 
根据 图 6.23 所 示 的 单位 内 力图 ( 弯 矩 图 ) 和 荷载 内 力图 ( 弯 矩 图 )， 取 结 点 或 部 分 隔离 体 
可 计算 出 Z, =1 时 所 引起 的 Z 位 移 对 应 的 附加 约束 上 的 反 力 系数 后; 取 结 点 或 部 分 隔离 体 
可 计算 Z=0 时 所 对 应 的 荷载 产生 的 附加 约束 上 的 反 力 , (与 位 移 方向 相同 为 正 )。 
在 Z=1，2Z,=0，2Z,=0 时 ， 如 图 6.23(a) 所 示 ， 取 结 点 7 为 研究 对 象 ， 如 图 6.24 所 
示 ， 由 > AM =0， 有 




















(6-24) 




















































































































5 


结构 力学 简明 教程 





"128。 
全 一 4 一 4 一 0 
后 三 4 十 4 
取 结 点 1 为 研究 对 象 ， 同 理 ， 有 
kl =2i, 
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<S) 


Giislia 4 6ia/ps B B it 
图 6.23 6.24 
取 结 构 上 部 梁 123 为 研究 对 象 ， 如 图 6.25 所 示 ， 由 X=0， 有 
hi -Qu Qn 0 
a kal 
一 
Om oO 
图 6.25 





0,,、Q,s 分 别 代表 守 14 和 杆 28 上 前 样 端 剪 力 。 因 为 杆 14 上 的 前 力 为 =， 


14 











杆 2B 上 无 这 和 矩 ; 也 无 前 力 ，@: =0， 所 以 有 
类 _bis 
1 





i 
14 


对 于 ”Z=0，2Z,=1，2Z,=0 的 情况 ， 如 图 6.23(b) 所 示 和 Z =0，2Z, =1，2Z; =0 的 
情况 ， 如 图 6.23(c) 所 示 ， 各 系数 可 仿 上 述 图 6.23(a) 所 示 情 形 的 做 法 ， 得 : ,=2i,， 


局 = 畏 , 十 入 十 36， 夷 ,二 ;i 
和 和 L B 14 L B ha Ls 

对 于 在 荷载 g 和 PP 作 用 下 的 情形 ， 取 Z =0，2Z, =0，2Z, =0， 同 样 仿 图 6.23(a) 所 示 
情形 的 做 法 ， 得 常数 项 ，F, =- 上 gh，F,=-3Pl,, F,=-lgl,。 

12 16 3 

从 上 面 的 讨论 分 析 中 可 以 看 出 : 

(1) 主 系数 永远 是 正 的 ， 副 系数 及 荷载 项 可 正 、 可 负 、 或 者 为 零 。 主 系数 为 正 值 的 理 
由 结合 后 , 具体 说 明 如 下 : 如 ,是 使 结 点 1 发 生 单位 转角 所 需 由 刚 臂 1 施加 给 结 点 1 的 力矩 ， 
这 个 力矩 当然 与 转角 Zi; 方向 相同 而 不 相反 ， 当 需要 求 发 生 顺 时 针 的 转角 时 ， 所 需 施 加 的 


_6by 
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力矩 必须 是 顺 时 针 的 ， 所 以 是 正 的 。 
(2) 由 所 求 系数 可 见 ， 副 系数 互 等 ， 如 , =, =2i,，#is = = 





2 














14 

















-和 ， 再 次 说 明了 反 力 互 等 定理 的 正确 性 ， 这 个 关系 可 用 来 作 结果 校 核 。 


(3) 在 主 、 副 系数 中 ， 不 包含 与 外 荷载 有 关 的 因素 ， 所 以 它 不 随 着 荷载 的 改变 而 改变 ， 
只 取决 于 结构 本 身 ， 常 数 项 则 随 外 外 荷载 而 改变 。 因 此 ， 当 结构 不 变 而 荷载 改变 时 ， 只 需 


重新 计算 常数 项 ， 而 不 需 重新 计算 主 、 副 系数 。 


二 和 过 


















































通常 把 只 有 结 点 角 位 移 的 刚 架 叫 无 侧 移 刚 架 ， 把 有 结 点 线 位 移 或 既 有 结 点 角 位 移 又 有 
结 点 线 位 移 的 刚 架 叫 有 侧 移 刚 架 。 下 面 通过 例题 分 别 讨论 。 
6.4.2 无 侧 移 刚 架 的 计算 ql 4 

用 位 移 法 解 算 无 侧 移 刚 架 时 ， 其 基本 未 知 量 入 二 


只 有 结 点 转角 。 
| 12 | [12 | 
: 6.26 
【 例 6-1】 用 位 移 法 作 如 图 6.26 所 示 结 构 的 M 图， 各 杆 EI、1 相同 ， 


g=26kN/m, l=6m。 
解 ， 本 例 有 两 个 刚 结 点 , 故 结 点 角 位 移 有 两 个 ， 9 ,, psa， 用 Z1/，Z, 表示 。 分 别 在 结 


点 1、2 处 加 附加 刚 臂 ， 得 位 移 法 基本 结构 并 为 基本 未 知 量 建立 位 移 法 方程 。 

KZ1+h2 + hy=0 
kiZ +hsZst Ep =0 

设 ELI=1, 有 ki 坟 8, hy=k=2,， KE=T, Fp=117kKN:m, Fs=-117KN.:m， 则 
8Z, +22: +117=0 
22.+72: -117=0 

解 方程 ，Zi=- 20.25，Z, =22.5 。 

作 M 图 


“0 
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ki=8 k=2 
4 分 \ 2 多 
2 4 
kz=2 ”天 2 一 7 
绍 4 多 
7 图 
一 ee 


人 人 





MM 图 


(kKN.m) 


图 6.27 分 析 过 程 


49.5 


137.25 92.25 


MM 图 (KN.m) 


6 28、 变 矩 图 
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【 例 6-2】 计算 如 区 
解 : (1) 确定 基本 未 知 量 ， 画 出 基本 结构 。 
本 例 有 两 个 刚 结 点 ， 故 结 点 角 位 移 有 两 个 

是 逆 时 针 的 ， 为 了 方便 ， 也 假定 是 顺 时 针 的 。 

法 基本 结构 。 














6.29(a) 所 示 刚 架 ， 并 绘 M、QO、N 














8 结 点 


喇 忆 


， 用 即 、 有 妃 表 示 。 虽 然 看 得 H 
分 别 在 结 点 1、2 处 加 附加 


2 转角 
刚 臂 ， 得 位 移 





(2) 列 位 移 法 典型 方程 ， 附 加 刚 臂 的 反 力 矩 等 于 零 ， 即 ; 

















KZ+h2, +Fp=0 
kiZ1+hk,Z, +hp=0 
(3) “ 求 系 数 项 和 常数 项 。 绘 单位 弯 矩 图 Mi、M 及 荷载 弯 矩 图 Mp， 如 图 6.29(b)、(c) 及 
(d) 所 示 。 
考虑 到 1 = rE bs = =0.5E1 he= El, 计算 系数 及 荷载 
项 。 它 们 都 是 附加 刚 臂 的 反 力矩 ， 由 相应 弯 矩 图 直接 读 出 (可 截取 结 点 ， 用 X=0 验算 )。 
为 Z1=1 引起 刚 臂 1 的 反 力矩 ， 由 Mi 图 的 结 点 二 处 读 出 : 
hi=3El+4E[E71ET 
kz 为 Z2=1 引起 的 刚 辟 1 的 反 力 矩 ， 由 克 图 结 点 1 处 读 出 : 


hk, =2EIl 


Fip 为 荷载 引起 的 刚 辟 1 的 反 力矩 出 Mp 

















图 结 点 1 处 读 出 : 





B= ( 杆 端 力矩 Ms 反 时 针 方 向 ， 故 为 贷 ) 
三 |、k;、Fop 分 别 由 Mi、2B3、Mp 图 的 结 点 2 处 读 出 : 
k=2El = ki 
ky =4E1+2E]+3El =9EI 
1 
Fp =—gl 
2P 124 


(4) 将 全 部 系数 、 荷 载 项 代入 典型 方程 ， 解 出 Z1/、Z，。 由 : 
7B1Z+2E1Z， -5 =0 


2B1Z +9E1Z, + pe =0 


解 得 


we 


“3 





个 微小 数值 的 情形 , ` 这 是 计算 





(5) 用 县 加 法 绘 M 图 。 


图 6.29 
M = MZ, + M,Z, + M’ 


最 终 弯 和 矩 图 如 图 6.30(a) 所 示 。 





顺便 指出 ， 校 核 结 点 是 否 于 








衡 条 件 习 M0.> 例如 本 题 





下 衡 时 ， 有 时 会 出 现 所 有 杆 端 力矩 总 和 不 等 于 0， 而 等 于 一 
所 致 ,通常 是 允许 的 。 也 可 以 稍 作 调 正 ， 使 其 满足 结 点 
的 结 点 2 就 是 如 此 ， 如 图 6.30(b) 所 示 。 


38.12 22.89 
a 2 
Me 


图 6.30 


3 
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(6) 根据 弯 矩 图 ， 绘 CO 图 。 

有 了 弯 矩 图 ， 可 绘 出 剪 力 图。 本 例题 以 杆 件 12 为 例 再 次 说 明 杆 端 剪 力 的 计算 方法 。 
把 杆 件 12 取出 ， 如 图 6.31(a) 所 示 。 该 杆 承受 的 已 知 力 有 : 均 布 荷载 9、 杆 端 力 拢 
Ma(27.96)、 杆 端 力矩 Mi(38.12)，Mi> 为 正 值 。 

方程 > MICCD)=0 
































O.x5+3812+ 了 x24x 了 -2796=0 


得 : O, =-62.03KN 
再 列 方程 >M,(X)=0 


0, x5+38.12—27.96— Dx24x =0 


得 : O, =57.97KN 
其 余 各 杆 杆 端 前 力 计 算 从 略 ， 剪 力图 如 图 6.31(b) 所 示 。 








10.49 


3.82 (单位 KN， 


图 6.31 剪 力 图 

(7) 根据 剪 力图 绘 轴 力图 。 

截取 结 点 1， 如 图 6.32(a) 所 示 ， 把 杆 端 剪 力 视 为 已 知 力 按 真实 方向 画 出 。 由 投影 方程 
X=0、DY=0 得 轴 力 Ns 二 -10.49 及 Ni 二 -57.77。 青 截取 结 点 2， 如 图 6.32(b) 所 示 ， 
由 投影 方程 得 出 Na 二 -10.49、Nzc 二 -6.67、N2g 王 69.97， 它 们 的 值 如 图 6.32(c) 所 示 。 





























(a) RS (9) 10.49 667 
12 
10.49 | 1 LU 
-0 





(b) 
一 一 一 一 
6 fe Nc 人 “57.77 
5.72 图 
382 Ws (单位 : KN. m) Bp 69.97 
图 6.32 轴 力 图 
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从 计算 结果 可 知 ， 图 6.29(a) 所 示 刚 架 结 点 1 的 转角 Ni 为 正 值 ， 这 意味 着 结 点 1 顺 时 
针 转 动 了 一 个 角度 Z1。N; 为 负 值 ， 说 明 结 点 2 逆 时 针 转 动 了 一 个 角度 Z。 


6.4.3 ”有 侧 移 刚 架 的 计算 


有 侧 移 刚 架 的 位 移 法 的 基本 未 知 量 包括 结 点 角 位 移 和 结 点 线 位 移 。 首 先 看 一 个 只 有 线 
位 移 的 例子 ， 再 讲 包括 结 点 角 位 移 和 结 点 线 位 移 的 例子 。 
【 例 6-3】 。 作 如 图 6.33(a) 所 示 带 有 无 限 刚度 梁 的 刚 架 的 弯 矩 图 。 
解 : (0D) “确定 基本 体系 。 当 刚 架 受到 荷载 作用 时 ， 由 于 有 无 限 刚 梁 的 存在 ， 梁 CD 不 
会 产生 弯曲 变形 ， 仅 会 发 生 刚体 移动 。 整 个 刚 架 的 变形 曲线 如 图 6.33(a) 所 示 。 在 形成 基本 
体系 时 ， 因 为 结 点 C、 不 会 转动 ， 只 须 在 结 点 D 处 加 水 平 支 杆 就 可 以 了 。 无 限 刚 梁 对 柱 
子 的 约束 作用 相当 于 在 结 点 加 了 角 变 约束 。 
(2) 列 位 移 法 典型 方程 ， 附 加 支 杆 的 反 力 等 于 零 ， 即 : 

KZ+Fp=0 

(3) 求 系数 和 自由 项 。 绘 荷载 弯 矩 图 和 单位 位 移 弯 拢 图 六 您 = ET/h， 由 表 6-! 和 表 6-2 



































































































































查 出 4C 杆 的 固 端 弯 矩 ， 作 出 MP 图 ， 如 图 6.33(b) 所 示 区 念 ZF1 作出 Mi 图 如 图 6.34(c) 所 示 。 
厂 取 Mi 图 中 CD 梁 为 分 离 体 ， 求 得 
ki ea Re 0 
1P 用 
Pp 为 位 移 荷载 引起 的 刚 臂 1 的 友 力 矩 ， 由 MP 图 中 :CD 梁 为 分 离 体 求 得 : 
,= 
(4) 将 系数 、 常 数 项 代 六 典型 方程 ， 解 出 Zi 由; 
24i ,HE 
0 
解 得 : 
9 
' 48i 

















(5) 用 受 加 法 绘 M 图。 由 M =MZ +M， ， 作 结构 弯 矩 图 ， 如 图 6.33(d) 所 示 。 


EF 
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【 例 6-4】 ”如 图 6.34(a) 所 示 ， 刚 架 的 支 座 B 向 下 移动 A ， 试 作出 该 刚 架 因 支 座 移动 而 产 
生 的 弯 矩 图 。 
解 : (1) 确定 基本 结构 。 该 刚 架 只 有 一 个 基本 未 知 量 ， 即 结 点 C 的 转角 Z1， 在 结 点 C 
处 加 角 变 约束 得 到 基本 结构 。 
(2) 列 位 移 法 典型 方程 。 附 加 刚 臂 的 反 力 矩 等 于 零 ， 即 : 
KZ+F=0 
(3) 求 系数 项 和 常数 项 。 绘 单位 弯 窍 图 Mi 及 荷载 弯 矩 图 Mbp， 如 图 6.35(b)、(c) 所 示 。 


























Mi 图 的 结 点 C 处 可 以 算出 
hi=4i+4i+3i=11i 
五 ,为 位 移 荷 载 引起 的 刚 辟 1 的 反 力矩 ， 由 M 图 结 点 C 处 求 得 











本 =-GA+3A-_3iA 
1 1 1 
(4) 将 系数 、 常 数 项 代入 典型 方程 ， 解 出 Z1。 由 : 
1Z -了 A=0 
解 得 : 
-学 ,A 
' SNAL 


(5) 用 县 加 法 绘 MM 图。 由 M = 忆 ,Zi+M,， 作 结构 弯 和 矩 图 ， 如 图 6.34(d) 所 示 。 


Ri 





= 





图 6.34 


【 例 6-5】 试 作 如 图 6.35(a) 所 示 的 有 侧 移 刚 架 的 弯 矩 图 。 

解 : (D) ”确定 基本 结构 。 按 位 移 法 中 基本 未 知 量 确定 的 方法 ，EC 是 静 定 部 分 ， 不 加 
约束 。 C 为 刚 结 点 ， 有 一 个 角 位 移 ; 将 刚 结 点 变 成 铵 结 体系 时 几何 可 变 ， 需 在 C 或 DD 处 
加 水 平 链 杆 消除 可 变 ， 故 独立 线 位 移 只 有 一 个 ， 为 C 或 DD 结 点 的 水 平 位 移 。 因 此 基本 体 
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*。138。 
系 如 图 6.35(b) ”所 示 。 此 体系 中 4C 为 两 端 固定 单元 ，BD、CD 均 为 一 端 固定 一 端 多 


元 。 
(2) 列 位 移 法 典型 方程 。 设 刚 结 点 角 位 移 为 Z1， 独 立 线 位 移 为 妃 
hiZ +hZ +hp=0 
i++P=0 









































(3) 求 系数 项 和 常数 项 。 令 角 位 移 Z1， 线 位 移 乙 分 别 产 生 单位 位 移 ， 则 由 3 类 单元 的 
形 常数 可 作出 单位 弯 矩 图 Mi 和 M,， 如 图 6.35(c) 所 示 。 荷 载 下 ， 悬 辟 部 分 弯 矩 图 按 静 定 
结构 作出 ， 超 静 定 部 分 无 荷载 ， 因 此 基本 结构 荷载 弯 矩 图 Mp 如 图 6.35(d) 所 示 。 
1 为 Z1=1 引起 刚 辟 1 的 反 力矩 ， 由 Mi 图 的 结 点 1 处 读 出 ， 也 就 是 按 图 6.35(e) 来 求 


F 衡 条 件 ， 求 得 刚度 系数 












































系数 ， 由 刚 结 点 的 力矩 习 
hi=6i+4i=10i 
kz 为 Dr=1 引起 的 刚 臂 1 的 反 力 矩 ， 由 M; 图 结 点 1 处 求 出 ;二 
L =-6i/{=k, 


子 为 隔离 体 ， 由 弯 矩 求 出 前 力 (无 荷载 时 前 力 等 于 两 端 杆 端 弯 矩 之 和 除 
图 6.35(e) 所 示 的 隔离 体 ， 由 闷 式 =0.， 求 得 刚度 系数 : 
k=15/PN 


从 M， 图 取 柱 
以 杆 长 )， 然 后 再 取 如 








同 理 ， 从 Mp 图 中 可 求 得 载 常数 : 











ECHLY 
RSIP ~ 
(4) 将 全 部 系数 、 荷 载 项 代入 典型 方程 ， 解 出 Z1、 码 训 解 得 : 
9P/ IMA 
\ Ci CO 
, -一 76i 114; 
(5) ”用 从 加 法 给 M 图 。 M = MZ,+MzZ3+M。， 即 可 作出 如 图 635( 所 示 的 结构 最 
终 弯 矩 图 。 静 定 部 分 的 弯 矩 应 由 静 定 结构 分 析 求 得 。 
(6) 取 刚 结 点 ， 显 然 》 M =0 ， 也 即 满足 平衡 条 件 。 从 最 终 弯 矩 图 求 柱子 杆 端 剪 力 ， 








与 求 , 或 已 ,一 样 取 隔 离 体 ， 可 验证 于 X=0。 因 此 ， 计 算 结果 是 正确 的 。 
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4 B 
(b) 基本 结构 





(d) 荷载 弯 矩 图 


MM 图 
(P176) 





图 6.35 


wl 
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6.5 用 平衡 方程 建立 位 移 法 方程 





位 移 法 方程 的 建立 有 两 种 方法 ， 一 种 是 上 面 讨论 过 的 典型 方程 ， 另 一 种 是 根据 结 点 和 
截面 的 平衡 条 件 建立 位 移 法 方程 ， 通 常 称 为 平衡 方程 。 

为 了 写 出 结 点 和 截面 的 平衡 方程 ， 首 先 必须 写 出 各 杆 的 杆 端 内 力 的 表达 式 ， 本 章 
6.2.3 节 已 经 对 等 截面 直 杆 的 转角 位 移 方程 进行 了 讨论 。 单 跨 超 静 定 梁 在 荷载 、 温 改 和 支 
座 移动 共同 作用 下 ， 如 图 6.15 所 示 ， 在 线性 小 变形 条 件 下 ， 由 县 加 原理 可 得 转角 位 移 方 
程 (刚度 方程 ): 

















J | 
Mi = dips + 2ips = Ast Map 


6i 
Mp = 4ipp +2ig, — TA 二 MA 





6-17 
6i 6i 12i (Cn 
Qs = -7% s 了 了 9 市 EA + QM 
6i 6i 1% /RJ 
Qa = -19 一 了 多 二 he + Qf 
己 知 杆 端 弯 矩 ， 可 由 杆 件 的 矩 平 衡 方程 求 出 前 力 。 
oo =— RG 党 +O (6-18) 





其 中 : i 是 杆 件 的 线 刚 度 。 

有 关 转 角 位 移 方程 的 具体 运用 见 以 下 例题 。 
【 例 6-6】 利用 结 点 平衡 方程 计算 如 图 6.36 所 示 刚 架 ， 绘 M 图 。 各 杆 抗 弯 刚度 如 下 : 
14 杆 3E1，12 杆 5E1,%28B 杆 3EI1,， 2C 杆 4EL。、 

解 : 这 是 无 侧 移 刚 架 ， 只 有 两 个 结 点 角 位 移 ， 用 Z,、Z, 表示 。 

(1) 列 结 点 平衡 方程。 

截取 结 点 1 为 隔离 体 ， 如 图 6.37 所 示 。 将 作用 在 结 点 1 上 的 杆 端 力矩 Mi 及 Mi 都 
画 成 正 向 ( 逆 时 针 )。 作 用 在 杆 端 上 的 杆 端 力矩 与 它 等 值 反 向 ( 顺 时 针 )， 为 清楚 起 见 也 将 其 
示 于 图 上 。 对 结 点 1 列 力矩 方程 》M, =0， 即 : 











Mu +Mis=0 (1) 
再 截取 结 点 2 为 分 离 体 ， 如 图 6.37 所 示 。 杆 端 力矩 M1、M2c、Mo8 均 按 正 向 画 出 。 
对 结 点 2 列 力 抵 方程 了 M, =0， 即 : 
M, +M2s+M2c-o (2) 
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ai Mo MD My 
1 2 各 
1—) C ) (we 
LU 
Mu Mp 
间 
Ma 
图 6.36 图 6.37 


(2) 写 出 各 杆 的 杆 端 力 矩 表达 式 (转角 位 移 方程 )。 
Mi =4 =3E1Z, 


We 
4 2 


5EI 5EI 


My =4 一 0+2 一 Zhe S4EIZ, +2E1D， -Lgr 
，， 沪 5 、NAN ” 12 


=4E1Z +2E1Z; 一 50 

M, =2 守 z 人 + =2E1Z + 
=2B1Zi 二 4E1Z, +50 

Me 3 =3E1Z, 


My = 4 党 z =2E1Z, 


Ms = 2 = ElZ, 





(3) 把 杆 端 力矩 表达 式 代 入 平衡 方程 (1)、(2)。 

3EIZ, + 4E1Z, +2E1Z, ~50=0 

2E1Z, + 4E1Z, + 50+2ElZ, +3E1Z, =0 
经 整理 

7EIZ, +2E1Z, -50=0 

2EIZ, +9E1Z, + 50=0 
解 以 上 联 立方 程 ， 得 








通过 结构 的 弹性 变形 曲线 可 知 ， 计 算 所 得 结果 Z 与 Z, 的 符 
(4) 代入 杆 端 力矩 表达 式 ， 计 算 各 杆 杆 端 力 矩 。 














和 
4E1DZ, + 一 g 广 
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号 是 正确 的 。 
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| 2 27.96KN.m 
El 
M -3 只 2]- 13.98KN.m 
2 (El 
M,, =4E1 | 2 2 28- 如 )- 50=-27.96KN.m 
El El 
M» =2EI 2 48(- 丈 ]+sao0- 38.12kN.m 
se =3El 2 -22.89kKN .m 
El 
Ms =2EI 吾 ]=-1s260 m 
El 
Ma = -型 ]- -7.63KN.m 
EI 


杆 端 力矩 得 出 后 ， 便 可 按 其 大 小 及 J 


(5) 绘 弯 矩 图 。 
以 杆 件 12 为 例 说 明 具 体 做 法 。 由 于 
转动 ， 外 侧 (上 面 ) 受 拉 ， 应 绘 在 杆 的 外 例 





E、 负 绘 出 弯 矩 图 。 


Mi 为 英信 可 知 杆 端 力矩 绕 着 杆 的 1 端 逆 时 针 
。 由 -Mi 为 正 值 知 ， 杆 端 力矩 绕 着 杆 的 2 端 顺 时 


针 转 动 ， 外 侧 (上 面 ) 受 拉 ， 应 绘 在 杆 的 外 侧 。 Es : 标 连 成 虚线 ， 再 以 此 虚线 为 基线 ， 芋 
加 上 简 支 梁 承受 均 布 荷载 时 的 弯 矩 疼 (其 中 央 值 为 gt )* 其 他 各 杆 都 照 这 样 去 作 ， 最 终 弯 


和 矩 图 如 图 6.38 所 示 。 





【 例 6-7】 


.142 。 


计算 如 图 6.39 所 示 刚 架 位 移 ， 


6.38 


.143 。 





解 ， 基本 未 知 量 是 结 点 1 的 转角 乙 及 柱子 两 端 相对 线 位 移 Zy( 杆 12 水 了 
(1) 列 平衡 方程 。 








6.39 


截取 结 点 1 为 对 象 ， 如 图 6.40 所 示 。 结 点 1 应 满足 AM 人 i=0 ， 有 : 


Mu+M,=0 


移动 )。 





(D) 


用 一 截面 沿 柱头 将 刚 架 截 开 ， 取 分 离 体 如 图 ,6:42 所 示 。 暴 露出 来 的 柱头 前 力 Cu 与 
Cs 都 应 画 成 正 向 ， 柱 头 前 力 应 满足 方程 > 串 =0， 有 : 


Qs+Qig=0 


(2) 写 出 各 杆 杆 端 力 矩 表达 式 。 








Mi =42. -Lz + M5 =4x4Z 4, +iPx4 
216Z, -6Z, +10 
Mh =2is2 -2 FM =2x42, -Sz, -iPx4 


=8Z -6Z,+10 


Mi, =3i,Z1+ ME =3x62,— ar =18Z,—80 





(3) 写 出 柱 顶 剪 力 表达 式 。 














Ma =0 
M,s=0 
Ji -_3ia 7 本 3x3 2 
2 4x4 4 
Oi np 
14 1 | 
总 1 
4 4x4 ” 2 
=-62Z,+32,—10 
人 9 
ys =+ 坟 2 = 2 
Qs B16™ 


CO) 
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也 可 以 不 用 杆 端 前 力 表 达 式 ， 而 取 柱 14、 柱 28 为 隔离 体 (图 6.41)， 
Qi4、Q28 的 算式 。 为 了 求 O44， 列 方程 > M， =0， 

















平衡 条 件 给 出 








I 
即 Muy + Mn+P> +Qd=0 
i Mi, 一 Mn =40 
和 4 
_ —(162, -62, +10)-(82, -6Z, -10)-40 
四 4 


Qa 





=-6Z,+32,—10 
为 了 求 Op， 列 方程 > Me =0， 即 : 
Mis+Qsl=0 

M, 9Z /14 9 

Qs =— 2 


1 ! 16 








2 


6.40 6.41 


(4) 把 杆 端 力矩 、 杆 端 前 力 代入 平衡 方程 ， 并 整理 得 : 
34Z| -6Z, -70=0 | 








6 4 0 
16 


解 出 : Zi =3.64，Z., =8.94 

(5) 将 A、A; 之 值 代 回 杆 端 力矩 表达 式 ， 求 杆 端 力矩 。 
Mi =16x3.64—6x8.94+10=14.6kN:m 
Mn =8x3.64—6x8.94—10=-34.52kN .m 
Mi =18x3.64—80=—14.48kN .m 














M's» = x8.94=-20.12KN-m 
M 图 如 图 6.42 所 示 。 
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6.42 


位 移 法 方程 的 两 种 建立 方法 比较 如 下 : 

通过 前 面 的 例题 可 见 ， 平 衡 方程 的 优点 是 不 必 画 单位 弯 窍 图 和 荷载 弯 窍 图 ， 可 节约 解 
题 篇 幅 ; 但 也 有 缺点 ， 由 于 基本 结构 没有 画 出 ， 物 理 形 象 不 够 鲜明 ， 需 记 住 和 反复 代入 许 
多 公式 。 位 移 法 典型 方程 比较 形象 ， 解 题 步骤 与 力 法 相似 7 初学 者 易于 掌握 。 

典型 方程 和 平衡 方程 所 反映 的 物理 概念 是 一 样 的 。 当 基本 结构 发 生 原 有 位 移 ， 即 结 
构 恢 复 自然 状态 的 时 候 ， 附 加 约束 不 起 作用 ， 无 论 作用 于 结 点 上 或 是 截面 上 的 内 力 都 与 
外 力 相 平衡 。 约 束 不 起 作用 的 数学 表达 式 就 是 典型 方程 ， 内 外 力 平衡 的 数学 表达 式 就 是 
































当 附 加 约束 不 起 作用 时 ， 内 外 力 平衡 ;| 当 内 外 力 平衡 时 ， 结 构 处 于 平衡 状态 ， 附 加 约 
束 不 起 作用 ， 所 以 两 种 方程 是 等 价 的 % 





6.6 习 题 


1. 试用 位 移 法 计算 图 示 结 构 并 作 内 方 图 ;~E 三 常数 。 





1 7) 
2. 试用 位 移 法 求 作 图 示 结 构 的 内 力图 ， 各 柱 £1 二 常数 。 


12 


12 
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试用 位 移 法 求 作 图 示 结 构 的 内 力图 。E 记 常数 。 


P=20kN 














g=20kN/m 





PE 
. 用 位 移 法 求 下 图 所 示 连 续 梁 的 内 力图 ，Ef 三 常数 。 





| 


攻关 区 让 





. 用 位 移 法 典型 方程 计算 下 图 所 示 刚 架 ， ET EI 三 常 站 











试用 位 移 法 求 作 图 示 结 构 的 








. 试用 位 移 法 求 作 图 示 结 构 的 弯 








. 试用 位 移 法 计算 图 示 结 构 并 作 M 图 ，E 三 常数 。 
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9. 用 位 移 法 作 图 示 结构 的 M 图 。 


q 10kN/m 
En 20kN 


th 








4m 
10. 用 位 移 法 求 作 图 示 结 构 的 M 图 ,, (提示; 无 侧 移 刚 架 ) 
4 B 


2 


| =30kN/m 
11. 试用 位 移 法 求 作 图 示 结 构 的 M 图 。 











12. 试用 位 移 法 求 作 图 示 结构 的 M 图 。 





PC D 
E4=%~ 
El El 2L 
B 
2E1 E | 
和 





13. 试用 位 移 法 求 作 图 示 刚 架 弯 逢 图 。E 三 常数 。 
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14. 试用 位 移 法 求 作 图 示 刚 架 弯 逢 图 ，E 三 常数 。 


20kN/m 


149kN 





16. 求 下 图 所 示 刚 架 弯 矩 图 ，E 三 常数 。 
20kN/m 


gm 








17. 作 图 示 刚 架 M 图 ，E= 常 数 。 
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一 
18. 用 位 移 法 解 下 图 所 示 各 刚 架 并 作 M 图 ，E 三 常数 。 


2.5kN/m IO0kN 








已 
4m 4m 
EE A 
19. 用 位 移 法 解 下 图 所 示 各 刚 架 并 作 :M 图 ，E 记 常数 。 
区 P 
2 
B C B 
Ll2 区 
A 4A 
二 委 L L 


(a) (b) 
20. 用 位 移 法 计算 下 图 所 示 铵 接 排 架 ， 绘 M 图 。 


15L 





人 
21. 用 位 移 法 求 作 下 图 所 示 刚 架 弯 和 矩 图 ， 已 广 常 数 。 
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26. 试用 位 移 法 作 下 图 所 示 刚 架 的 M 图 ， 设 各 杆 EE 值 相同 。 





Po 
27， 根 据 结 构 与 所 受 荷载 的 特点 ， 试 选择 适当 的 方法 ， 求 解 图 示 刚 架 在 给 定 荷 载 作 用 
下 B 点 的 转角 ，E 三 常数 。 





28. 试 作 图 所 示 结 构 的 MM 图。 各 杆 长 度 均 为 L, ; 设 EE 常 数 ，E4 一 。 
D E F 


4A B (a 
29. 试用 位 移 法 求 图 所 示 刚 架 的 M 图 。 各 杆 长 度 均 为 L，E 值 相同 。 





30. 用 位 移 法 求 图 示 结 构 的 M 图 。 各 杆 长 度 均 为 L，E 值 相同 。 


wl 


。152 。 结构 力学 简明 教程 








9 
A 





31. 用 位 移 法 求 图 示 结 构 的 M 图 。 设 各 杆 E 值 相同 ，E4 一 2。( 对 称 与 反对 称 ) 
EA=%~ 






eh 10kN 
a 
15kNIm 





15kKN/m 


nH 








33. 如 图 所 示 刚 架 ， 设 各 杆 EI 相同 ， 试 求 出 其 最 后 的 M 图 。 


a 


区 
D F 
8 5 
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34. 试 求 图 示 结构 在 支 座 C 发 生 水 平 位 移 A 作用 下 的 M 图 ， 设 杆 件 BC 的 E7 值 为 无 
限 大 。 








35. 分 析 如 图 所 示 刚 架 的 计算 方法 ， 画 出 等 代 结构 。 
1 
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RE 

教学 提示 : 力矩 分 配 法 是 一 种 广泛 使 用 的 实用 计算 方法 , 这 种 方法 与 力 法 、 位 移 法 相 
比 有 其 自身 的 优点 , 它 不 需要 求 方程 组 , 可 以 直接 得 到 杆 端 力 矩 数 值 。 运算 过 程 简单 有 序 ， 
便于 掌握 。 本 章 介 绍 了 用 力矩 分 配 法 计算 连续 梁 和 无 侧 移 刚 架 。 

教学 要 求 : 要 求学 生理 解 力矩 分 配 法 的 基本 概念 和 原理 , 熟练 掌握 用 力矩 分 配 法 计算 
连续 梁 , 正确 绘 出 弯 矩 图 , 剪 力 图 。 会 用 力矩 分 配 法 计算 无 结 点 线 位 移 刚 架 。 


7.1 力矩 分 配 法 的 基本 概念 


1. 力矩 分 配 法 概述 


力矩 分 配 法 的 理论 基础 仍然 是 位 移 法 ， 它 适用 于 连续 梁 和 无 侧 移 刚 架 等 只 有 角 位 移 作 
为 基本 未 知 量 的 结构 计算 ， 其 适用 范围 显然 是 连续 梁 和 无 侧 移 刚 架 ， 计 算 对 象 是 杆 端 弯 托 ， 
计算 方法 是 用 力矩 增 量 调整 修正 的 方法 。 


C 





图 7.1 


2. 杆 端 弯 矩 正 负 号 规定 

在 力矩 分 配 法 中 对 杆 端 转角 、 杆 端 弯 矩 、 固 端 弯 矩 的 正 负 号 规定 与 位 移 法 相同 ， 即 都 
假定 对 杆 端 顺 时 针 转 动 为 正 。 作 用 于 结 点 上 的 外 力 偶 荷载 ， 约 束 力矩 ， 也 假定 以 顺 时 针 转 
动 为 正 ， 而 杆 端 弯 矩 作 用 于 结 点 上 时 以 逆 时 针 转 动 为 正 。 

3. 转动 刚度 8 

转动 刚度 8 表示 杆 端 对 转动 的 抵抗 能 力 ，“ 在 数值 上 等 于 仅 使 杆 端 发 生 单位 转动 时 需 
在 杆 端 施加 的 力矩 。4B 杆 4 端的 转动 刚度 S48 与 48 杆 的 线 刚 度 i( 材 料 的 性 质 、 横 截面 的 
形状 和 尺寸 、 杆 长 ) 及 远 端 支承 有 关 ， 而 与 近 端 支承 无 关 。 当 远 端 是 不 同 支承 时 ， 等 截面 
杆 的 转动 刚度 如 图 7.2 所 示 。 

















第 7 章 力矩 分 配 法 si 





Fe (一 一 一 


Sup=i S48=0 
(et 
— 
图 7.2 ”转动 刚度 


如 果 把 4 端 改 成 固定 匀 支 座 、 可 动 匀 支 座 或 可 转动 (但 不 能 移动 ) 的 刚 结 点 ， 转 动 刚度 
S48 的 数值 不 变 。 


4. 传递 系数 C 
传递 系数 指 的 是 杆 端 转动 时 产生 的 远 端 弯 矩 与 近 端 弯 矩 的 比值 。 即 : 
ME 
Ge (7-1) 


利用 传递 系数 的 概念 ， 远 端 弯 矩 可 表达 为 :六 = C4pM ys 。 等 截面 直 杆 的 转动 刚 
度 和 传递 系数 见 表 7-1。 
表 7-1 等 截面 直 杆 的 转动 刚度 和 传递 系数 











远 端 支承 转动 刚度 传递 系数 
固 支 种 1/2 
匀 支 2 
定向 支 座 i -1 








7.2 ” 单 结 点 力矩 分 配 法 


力矩 分 配 法 的 基本 运算 指 的 是 单 结 点 结构 的 
力矩 分 配 法 计算 。 

1. 单 结 点 结构 在 结 点 集中 力 偶 作用 下 的 计算 

如 图 7.3 所 示 结 构 ， 在 结 点 集中 力 偶 M 作用 
下 使 结 点 转动 ， 从 而 带动 各 杆 端 转动 ， 杆 端 转动 
产生 的 近 端 弯 矩 称 为 分 配 弯 矩 ， 产 生 远 端 弯 矩 称 
为 传递 弯 矩 。 

分 配 棍 矩 : 

My= pM 4 B, O) 02) 图 7.3 ”分配 系 数 
传递 弯 矩 : 








wl 
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M$ = Ca (j=4, B, OC) (7-3) 
注意 : 结 点 集中 力 偶 M 以 顺 时 针 为 正 , 产生 正 的 分 配 硕 和 矩 。 
分 配 系数 j4 ,表示 1 杆 1 端 承担 结 点 外 力 偶 的 比率 ， 它 等 于 该 杆 1 端的 转动 刚度 Sv 


与 交 与 结 点 1 的 各 杆 转动 刚度 之 和 的 比值 ， 即 : 
到 Du=1 7-4 
a 汪 


只 有 分 配 弯 矩 才能 向 远 端 传递 。 

分 配 弯 矩 是 杆 端 转动 时 产生 的 近 端 弯 矩 ， 传 递 弯 窍 是 杆 端 转动 时 产生 的 远 端 弯 矩 。 

2. 单 结 点 结构 在 跨 间 荷 载 作 用 下 的 计算 

将 整个 变形 过 程 分 为 两 步 。 

(1) ”在 刚 结 点 加 刚 辟 阻止 结 点 转动 ， 如 图 7.4(b) 所 示 , -将 连续 梁 分 解 为 两 根 单 跨 超 静 
定 梁 ， 求 出 各 杆 端的 固 端 弯 矩 。 结 点 互 各 杆 端 固 端 弯 矩 之 和 为 附加 刚 臂 中 的 约束 力矩 ， 
称 为 结 点 不 平衡 力矩 Ms。 








| 20kN/m 















4 B C 
(a) 
MB Mi 
300kKN A 20kN/mi p= 
和 加 Ma 也 Mac 
=150 150 77-90 C7 ‘ 站 
(b) (9) 
-Ms—-60 
人 
到 或 
-17.143 -34.286 -25.714 
(d) 
167.143 
ss a 
4 B L 志 


300kN. v | 
MM 图 (单位: KN.m) 90kKNm 
(e) 
图 7.4 单 结 点 分 配 过 程 
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(2) 去 掉 约束 ， 相 当 于 在 结 点 8B 加 上 负 的 不 平衡 力矩 Ms， 如 图 7.4(d) 所 示 ， 并 将 它 
分 给 各 个 杆 端 及 传递 到 远 端 。 

县 加 以 上 两 步 的 杆 端 弯 窍 ， 得 到 最 后 杆 端 弯 窍 ， 如 图 7.4(e) 所 示 。 
【 例 7-1】 ”如 图 7.4(a) 所 示 的 连续 梁 结构 ， 其 中 各 杆 EI 相同 ， 试 求 杆 端 弯 宅 。 

解 : 在 计算 连续 梁 时 ， 其 过 程 可 直接 在 梁 的 下 面 列表 进行 ， 下 面 的 计算 是 对 表 中 各 项 
计算 说 明 。 

(1) 求 分 配 系 数 


























各 杆 转 动 刚度 
EI 2EI 
6 
EI El 
Sac =3 一 = 一 
BC 6 2 
故 分 配 系 数 : 
2E1 
Pe 3_A¢ 
BA 
25 Za ET 
3 2 
EI 
网 Sse 2 3 
“Bs “2 到 7 
和 多 
i 本 这 
校 核 : > 
将 它们 填 入 表 7-2 中 的 第 二 行 。 
表 7-2 
杆 端 名 称 AB BA BC C8 
分 配 系数 J 0.5714 0.4286 
固 端 力矩 M" -150 150 -90 0 
分 配 与 传递 -17.143 < -34.286 -25.714 一 一 0 
杆 端 力矩 MM -167.143 +115.714 -115.714 0 











(2) 求 各 杆 固 端 力 矩 
如 图 7.4(b) 所 示 ， 左 部 为 两 端 固定 的 梁 ， 右 部 为 一 端 固定 另 一 端 铵 支 的 梁 。 查 表 算 出 


Db : 





























M', = Pl=—3 x200x6=-150KN.m 
MS, =E PI= Ex200x6=150kN-m 


Msc = -1x20x9 =-90kN.m 


RS 
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把 它们 填 入 表 中 第 三 行 固 端 力矩 栏 相 应 的 位 置 ， 再 计算 结 点 B 上 各 固 端 力矩 的 代数 和 ， 
则 结 点 附加 刚 臂 上 的 不 平衡 力矩 为 : 
Ms = MI, + MS. =150-90=60KN.m 
(3) 计算 分 配 力矩 与 传递 力矩 。 
如 图 7.4(d) 所 示 ， 对 不 平衡 力矩 Ms 反 向 分 配 : 
MY, = 1 (Cs )= $x (60)=34.286KN.m 

















Mic = Hac (Me )= 3 (60)=25.714KN .m 
MSs = Ca (ME, )=0.5x34.286=17.143KN .mm 
Mcs = Cac (Mi )=0 
把 它们 填 入 表 中 第 四 行 分 配 与 传递 栏 相 应 的 位 置 ， 并 在 分 配 为 第 下 面 画 一 横 线 ， 表 示 
分 配 与 传递 工作 结束 。 
(4) 求 最 终 杆 端 力矩 。 
将 各 杆 杆 端 力 矩 与 分 配 力矩 (或 传递 力矩 ) 相 加 ， 得 到 最 终 杆 端 力 矩 。 也 可 将 表 中 第 三 
行 和 第 四 行 相 加 ， 得 最 终 杆 端 力矩 。 人 
Ms =(-150)+(-173143)= -167.143KN .m 
Ma4 =(150)+(34.286) =115.714kKN .m 
Msc =(-90) 上 CC25.714) = -115.714kN .m 
Mecs 0 \ 
将 最 终结 果 填 入 表 中 的 第 四 行 。 
(5) 平衡 验算 。 ， 广 
结 点 B 处 应 满足 避 Ms = 0， 对 于 本 例 # 
NN DMs =(+115.710+(-115.714)=0 























(6) 绘 M 图 。 

按 表 格 最 未 一 行 所 示 的 杆 端 力 垂 来 画 。 以 杆 件 48 为 例 ， 杆 端 力 矩 Mis 为 负 ， 杆 端 力 
矩 应 当 为 绕 4 端 道 时 针 方向 ， 故 画 在 横 线 以 上 ，Ms4 为 正 ， 杆 端 力矩 则 应 为 绕 互 端 顺 时 针 
方向 ， 也 画 在 横 线 以 上 。 把 杆 端 力矩 的 纵 坐 标 连 一 虚线 ， 再 县 加 上 集中 荷载 200kN 的 影 
响 ， 其 中 点 值 按 简 支 梁 计算 ，200kN X6m/4=300kN .m 。 用 相同 的 方法 画 杆 件 BC。 最 终 
弯 窍 图 如 图 7.4(e) 所 示 。 

应 当 指 出 : 

(1) 运用 力矩 分 配 法 时 ， 变 形 过 程 被 想象 成 两 个 阶段 。 第 一 阶段 是 固定 结 点 ， 加 载 ， 
得 到 的 是 固 端 力矩 。 第 二 阶段 是 放松 结 点， 产生 的 力矩 是 分 配 力矩 与 传递 力矩 。 





























(2) ”进行 力矩 分 配 之 前 ， 必 须 明确 被 分 配 的 力矩 等 于 多 大 ， 是 正 值 还 是 负 值 。 认 定 无 
误 之 后 再 进行 分 配 。 

结 点 的 不 平衡 力矩 等 于 刚 结 在 结 点 上 各 杆 固 端 力矩 的 代数 和 ， 它 有 正 、 负 之 分 。 进 行 
分 配 时 ， 先 将 不 平衡 力矩 变 号 ， 然 后 乘 以 各 杆 的 分 配 系数 ， 这 样 得 到 的 便 是 相应 杆 的 分 配 
力矩 ， 然 后 向 另 端 传递 ， 得 到 传递 力矩 。 
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【 例 7-2】 


用 力矩 分 配 法 计算 如 图 7.5(a) 所 示 刚 架 ， 绘 M 图 。 


SS 
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即 


向 


>M=0， 有 


和 矩 


Fp=100KN 






g=100kN/m 


: | 下 
= 1 RE 


Mig=0 





(a (b) (©) 
7.5 


解 ， 该 结构 只 有 一 个 刚 结构 ， 属 单 结构 力矩 分 配 问题 。 
(1) 求 分 配 系 数 。 











25 +3ictdis 4xl+3xl44x2 15 
_ Sc hic 交 3x1 对 
Me FS 机 + 有 41+4x2 15 
dis XN 4x2  _8 
Me SS 4 ta tA 4xl+3xl+4x2 15 
校 核 : + 


(2) 求 固 端 力矩 。 

查 表 6-2， 按 给 定 的 公式 计算 

Mlp = -1Lxl00x4_50N.m 
8 8 


MS =1P/=50kNm 


ME sap =-_lx40x4: =-80kN.m 
8 8 
ME=0 
ME=0 
ME=0 
结 点 1 的 不 平衡 力矩 等 于 汇 交 在 结 点 1 上 各 杆 固 端 力矩 的 代数 和 。 
af =M +MI + Mi,=50+(-80)+0=-30kKN.m 
其 原因 说 明 如 下 : 
取 结 点 1 为 分 离 体 ( 带 有 附加 刚 臂 )， 如 图 7.5(b) 所 示 ， 固 端 力矩 WMA 、MK 均 画 成 正 
( 绕 结 点 道 时 针 为 正 )， 附 加 刚 臂 的 反 力 矩 也 画 成 正 向 ( 顺 时 针 为 正 )。 根 据 力矩 平衡 方程 






































M,=M® +M =50+(-80)=-30kN.m 
可 见 ， 不 平衡 力矩 就 是 附加 刚 臂 的 约束 反 力 ， 在 明确 了 它 的 物理 概念 后 ， 可 按 国 端 力 
相 加 的 办 法 直接 算出 。 
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G) 分 配 与 传递。 
将 不 平衡 力矩 Mi 变 号 ， 被 分 配 的 力矩 是 正 值 ， 具 体 计 算 如 下 : 
ME = Au (Ca )- 二 x30=sENrm 








MY = ws (Ca )= x30 =16KN.m 


Mt = Ac (-M, )- 言 *30=6kN-m 
传递 力矩 
M$ = C4 (MY )=0.5x8=4KN.m 
Mi = Ca (Ms )=0.5x16=8kN.m 
Mic=Cc(ME)0 
(4) 计算 杆 端 力矩 。 
Mn=M' +MS,=-50+4=-46kN im 
| =M +M"=50+8=,58KN m 
Mis =M# =16KN.m 
公 =M! =8KN-:m 
由 = ME + MI-80+6=-74kKN.m 




















Ma=0 
通常 ， 计 算 采用 列表 运算 ; 按 上 一 例 的 办 法 ， 将 凸 述 结果 列 于 表 7-3 中 : 
表 7-3 
结 点 名 称 4 1 8 0 

杆 端 名 称 Al 14 ie 18 Bl Cl 
分 配 系数 人 4/15 3/15 8/15 

固 端 力矩 M” -50 +50 -80 0 0 0 
分 配 与 传递 +4 +8 +6 +16 +8 0 
杆 端 力矩 M -46 +58 -74 +16 +8 0 

















(5) 绘 弯 矩 图 。 
先 画 出 各 杆 的 杆 端 力矩 ， 在 两 个 纵 坐 标 之 间 连 一 直线 ， 以 此 为 基线 县 加 上 横向 荷载 引 
起 的 简 支 梁 的 弯 矩 。 作 出 的 M 图 如 图 7.5(c) 所 示 。 


7.3 ”多 结 点 力矩 分 配 法 一 一 渐进 运算 





对 于 单 结 点 弯 矩 分 配 法 如 上 所 述 ， 它 是 位 移 法 的 变种 (求解 步骤 不 同 ， 实 质 一 样 )， 是 
一 种 精确 的 方法 。 通 过 固定 结 点 ， 放 松 结 点 ， 只 进行 一 次 分 配 和 传递 就 可 使 体系 恢复 原来 
的 状态 ， 当 然 ， 力 矩 的 分 配 与 传递 也 是 一 次 即 告 结 束 。 那 么 对 多 结 点 的 情况 ， 它 能 否 不 列 
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位 移 法 方程 ， 
分 配 系 数 的 计算 公式 可 见 

















和 矩 ( 


因 





为 支 座 刚 








数 也 4 


然后 
是 在 
结 点 


态 。 具体 做 法 以 图 
因 





\ 于 1。 


通常 遇 到 


逐次 放松 ， 
别 的 结 点 固 











度 可 视 为 无 限 大 ， 
注意 到 这 一 点 ， 就 可 以 明 
分 配 使 结构 逐渐 趋 于 平衡 。 








| 





反复 轮流 














首先 ， 同 四 





定 结 





天 | 








中 间 支 座 不 止 一 
把 单 结 点 的 力矩 分 配方 法 推广 运用 到 多 结 点 的 结 
这 一 目的 ， 必 须 人 为 


ee 
Ms = 


=0 

















7. hh 
、2( 加 附加 刚 臂 )， 然 后 加 荷载 ， 此 时 情况 如 
4 无 固 端 力矩 ， Ss 梁 28 是 一 端 固定 另 端 匀 支 梁 。 它 人 


3 0 
16 16 局 


也 通过 分 配 、 传 递 等 步骤 来 解决 呢 ? 这 时 解答 是 否 还 是 精确 的 
， 分 配 系数 恒 小 于 1。 
此 支 座 处 杆 端的 分 配 系数 为 0) 不 再 分 配 ， 
结 点 结构 的 弯 矩 分 配 也 可 按 一 
下 面 以 连续 梁 为 例 加 以 说 明 。 
个 ， 也 就 是 说 ， 结 点 转角 未 入 
寺 构 上 ， 是 本 节 将 要 讨论 的 
也 造成 只 有 一 个 结 点 转角 的 情况 ， 采 取 的 办 法 是 首先 
每 次 只 放松 一 个 。 当 放松 一 个 结 点 时 ， 其 他 结 点 暂时 固定 。 
定 的 情况 下 放松 的 ， 所 以 还 不 能 恢复 原来 的 状态 。 这 样 一 
定 、 放 松 ， 以 逐步 消除 结 点 的 不 平衡 力矩 ， 使 结构 逐渐 

图 


另外 ， 支 座 处 只 


-75SkN .m 


ME =- 工 位 全 cx8: = -128kN.m 
: 1 NS 


21 


sl sx24x8 =128ERtm 
3S12 


呢 ? 
接受 所 传递 来 的 力 
所 以 传递 系 
系列 的 单 结 点 弯 矩 
量 不 止 一 个 ， 如 何 
题 。 | 
定 全 部 刚 结 

由 于 1 
来 ， 就 需要 将 各 
接近 其 本 来 的 状 


问 


固 




















国 




















7.6(b) 所 示 。 梁 
门 的 固 端 力矩 为 : 





4 第 三 行 。 为 便于 讨论 , ,把 固 端 力矩 写 在 图 7.6(b) 相 应 的 杆 端 。 







































































固 端 力矩 写 出 后 ， 结 点 1552 的 不 平衡 力矩 便 容易 求 出 
1M = Yu = M+M5=0+(=128) = 一 128kKN.m( 逆 时 针 方 向 ) 
[ Mi=2, MS = Mi+ | 三 128+(-75)=53kKN.m( 顺 时 针 方向 ) 
把 它们 分 别 示 于 图 7.6(b) 的 结 点 1、2 上 。 以 上 所 进行 的 工作 是 力矩 分 配 法 的 第 一 阶 
段 一 一 固定 结 点 、 计 算 固 端 力 矩 、 计算 不 平和 力 和 (的 来 肥力 拓 )- 
下 面 要 进行 的 属于 第 二 阶段 一 一 轮流 放松 结 点 ， 逐 次 计算 各 杆 的 分 配 力矩 、 传 递 力矩 。 
表 7-4 
杆 端 名 称 A1 14 12 21 28 BR 
分 配 系数 人 bg 64 64 四 
固 端 力矩 M 0 0 -128 +128 3 0 
放松 结 点 1 | +76.8 4512 一生》 256 
放松 结 点 2 -57 “二 -34 -472 
与 | 放松 结 点 1 | 394 +63 一 43.2 
你 | 放松 结 点 2 07 ee -3 | 
放松 结 点 1 | 404 104 — > +0.2 
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放松 结 点 2 0.1 0.L 


杆 端 力矩 M 0 +86.6 86.6 +124.2 124.2 0 
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如 果 同 时 在 结 点 1、2 上 分 别 加 上 与 Mi 、M 等 值 反 向 的 力矩 ， 这 意味 着 结 点 1、2 同 
时 放松 ， 如 图 7.6(c) 所 示 。 但 是 ， 图 7.6(c) 所 示 情 况 不 能 用 上 节 讲 过 的 方法 进行 计算 ， 所 
以 不 能 把 两 个 结 点 同时 放松 ， 必 须 单独 放松 一 个 结 点 ， 把 它 化 为 单 结 点 的 力矩 分 配 问 题 。 

先 放松 哪个 结 点 昵 ? 为 了 使 计算 尽快 地 收敛 ， 先 放松 不 平衡 力矩 大 的 结 点 ， 本 例 应 先 
放松 结 点 1。 放 松 结 点 1 时 ， 结 点 2 还 在 固定 着 如 图 7.6(d) 所 示 ， 这 就 人 为 地 造成 了 单 结 
点 的 情况 ， 可 按 上 节 讲 过 的 单 结 点 力矩 分 配 法 计算 。 








24kN/m 


53 
A 24kN/m \ 50kN 








图 7.6 ”多余 结 点 分 配 过 程 


”Os 
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首先 求 分 配 系 数 。 
结 点 1 
= 3 新 4i, 
4 
2E1 EI El 
中 ， a 
起 la 8 直 ma2 8 


为 了 便于 计算 ， 采 用 相对 线 刚 度 ， 设 全 =1， 则 i =2，i =1， 于 是 分 配 系数 
Hs=0.6= 1, 0.4 


结 点 2 
同上 理 求 得 
/=0.4—=p 0.6 

将 其 填 入 表 7-4 第 二 行 。 

其 次 计算 分 配 力 矩 和 传递 力矩 。 

分 配 结 点 1 时 ， 锁 住 结 点 2， 结 点 2 在 分 配 中 相当 于 一 固定 端 。 结 点 1 的 不 平衡 力矩 
AM =-128kN.m 区 

分 配 力矩 





M" =1(-M,)=06x128 =76.8KN.m 
Me =J,(-Mi)=0.4x128=51.2kKN.m 
传递 力矩 

MS 3 =0.5x51.2 =25.6kKN*m 
Mi =0 上 | 
将 此 计算 数据 填 入 “分 配 与 传递 ” 栏 中 的 第 1 行 。 完 毕 后 在 结 点 1 的 分 配 力矩 下 画 一 
横 线 ， 表 示 该 结 点 放松 完毕 。 横 线 以 上 的 杆 端 力矩 总 和 为 零 ， 这 标志 结 点 1 处 于 平衡 ， 但 
并 没有 恢复 到 自然 状态 ， 因 为 结 点 2 还 没有 被 放松 。 下 面 放松 结 点 2， 进 行 力矩 分 配 和 
传递 。 
分 配 结 点 2 时 ， 锁 住 结 点 1， 结 点 1 在 分 配 中 相当 于 一 固定 端 。 结 点 2 的 不 平衡 力矩 : 
AM =128-75+25.6=78.6kN .m 
分 配 力矩 























M3 =10(-M,)=0.4x(-78.6)=-31.4kN.m 
M3 = 145(—-M,)=0.6x(-78.6)=—47.2kKN.m 
传递 力 甜 
MS -DM =0.5x(-31.4)=-15.7kN.m 
M%,=0 
将 此 计算 数据 填 入 “分 配 与 传递 ” 栏 中 的 第 2 行 。 完 毕 后 在 结 点 2 的 分 配 力矩 下 画 
横 线 ， 表 示 该 结 点 放松 完毕 。 横 线 以 上 的 杆 端 力矩 总 和 为 0， 这 标志 结 点 2 处 于 平衡 ， 但 
并 没有 恢复 到 自然 状态 ， 因 为 结 点 1 被 锁 住 后 还 没有 被 放松 。 
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下 面 再 放松 结 点 1， 锁 住 结 点 2， 结 点 1 的 不 平衡 力矩 来 自 于 结 点 2 的 第 1 次 传递 ， 
则 M, =M&% =-15.7kN.m 。 按 第 1 次 分 配 的 过 程 再 来 一 次 。 如 此 循环 ， 直 到 其 结构 达到 
所 需 力矩 精度 要 求 为 止 。 在 本 例 中 ， 力 矩 精度 要 求 到 小 数 点 后 一 位 为 止 ， 不 再 传递 ， 这 时 
结构 已 接近 自然 状态 。 
把 固 端 力 矩 与 历次 放松 结 点 产生 的 杆 端 力 矩 相 加 ， 即 得 最 终 的 杆 端 力矩 。 即 
杆 端 力矩 三 固 端 力矩 + 王 分 配 力矩 + 于 传递 力矩 
也 就 是 说 ， 把 表 中 同一 杆 端 下 面 的 力矩 代数 相 加 ， 就 得 到 杆 的 最 终 杆 端 力矩 。 例 如 
M1 =128+25.6—31.4+3.2—1.3+0.2—0.1=+124.2kKN.m 
Ms =-75-47.2-1.9-0.1=-124.2kN.m 
各 杆 杆 端 力 矩 填 入 最 后 一 行 。 
计算 结束 后 ， 应 当 进 行 平衡 条 件 的 校 核 。 例 如 : 
于 结 点 1: > Mi =86.6-86.6=0 
对 于 结 点 2: > M, =124.2-124.2=0 
最 后 依据 杆 端 力矩 绘 出 弯 矩 图 ， 如 图 7.7 所 示 。 


























24kN/m 50kN 





单位 : KN .m 


和 


归纳 上 述 分 析 ， 其 计算 过 程 有 如 下 几 步 。 

(1) 求 各 刚 结 点 处 的 分 配 系 数 w 。 

(2) 求 各 杆 的 固 端 力矩 M” 。 

(3) 把 各 结 点 固 端 力矩 分 别 相 加 (代数 和 )， 求 出 结 点 的 不 平衡 力矩 M。 

(4) 对 结 点 1 进行 力矩 分 配 与 传递 ( 先 分 配 较 大 的 一 个 )。 分 配 时 M 变 号 ， 分 配 与 传递 
完毕 后 在 下 方 画 一 横 线 以 示 横 线 以 上 部 分 已 经 考虑 完毕 ， 结 点 已 经 平衡 。 

(5) 对 结 点 2 进行 力矩 分 配 与 传递 。 

(6) ”如 此 轮流 对 结 点 1、 结 点 2 进行 不 平衡 力矩 的 分 配 与 传递 ， 直 到 不 平衡 力矩 达到 
精度 要 求 为 止 。 

(7) 计算 杆 端 力 矩 。 

(8) 平衡 验算 。 
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(9) 根据 杆 端 绘 弯 矩 
【 例 7-3】 te 图 7.8 所 示 连 续 梁 ， 绘 M 图 。 
表 7-5 
杆 端 名 称 AB Bh BC 0O2 co DE 
分 配 系数 0.529| 0.471 0.623 0375 
固 端 力 矩 0 +40.00 -50.0 +50.00 | +10.00 +20.0 
放松 结 点 2 =1875. | -37.50 | -22.50 
分 | 放松 结 点 1 +15.21 +13.54 一 +6.77 
配 “| 放松 结 点 2 -2.12 二 -423 -2.54 
放松 结 点 1 +1.12 +1.00 一 +0.50 
本 放松 结 点 2 -0.16 二 -03L -0.19 
传 | 放松 结 点 1 +0.08 :008 | 一 no 
递 | 放松 结 点 2 -0.02 上 从 -0.03 -0.02 
放松 结 点 1 +0.01 +0.01 
杆 端 力 矩 0 +56.42 -56.42 +15.24 | -15.25 +20.00 
解 : 该 结构 带 有 悬臂 端 。 悬 臂 端 肪 为 一 静 定 部 分 ， 其 内 力 可 按 静 力 平衡 条 件 求 出 : 
MSO0x2=-20KN.m 
IC@o=20kN 
去 掉 悬 臂 部 分 ， 把 Mi 、“O%: 作为 外 力 施加 在 结 点 -D 上 ， 则 结 点 D 可 视 为 匀 支 座 ， 
原 结构 可 按 图 7.8(b) 计 算 ， 它 只 有 两 个 结 点 转角 未 知 量 (B、C 处 ) 
20kN/m | | 
从 1.5E1 EI C El Er E 
4m Co < 
OQ 10kN 10kN 
20kN/m 20kNm 





Np Fl DT 08 
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计算 步骤 如 下 : 


(1) 求 分 配 系数 1， 取 BF=4， 则 有 : 








a 1.SE1 1.5x4 
lB = =1.5 
Ls 4 
EL 
Bc Le 4 
El 4 
om = 一 = 二 =0.8 
Ws 秒 


将 各 杆 的 线 刚度 记 入 连续 梁 各 杆 的 下 面 ， 分 配 系 数 : 


3x1.5 


二 二 一 一 一 二 2 
~ ethdic 3x1.5+4xl 





同 理 有 Huc 一 0.4 罗 ， 巴 cg。 0.625 jcp 0.375。 
分 配 系数 计算 结果 已 填写 在 表 7-5 的 第 二 行 中 。 这 里 要 注意 元 在 基本 结构 中 ， 杆 CD 
是 C 端 固定 ，D 端 铵 支 杆 ，Sco=3icp。 


(2) 求 固 端 力矩 。 


i 
Msc 


这 
Ma 








ME =1gr =1x20x4 =40kN.m 


=-lpl Atvldo%4=-50kN.m 
8 8 


-LEPL=450KN im 


1M 人 = 和 0kKNm 


> > 
» Mcp 


= Moc = 了 x20=iokN'm 


这 里 要 说 明 ~ 点 : 在 基本 结构 中 ， 杆 CD 为 C 端 固定 、 忆 端 匀 支 杆 ， 在 忆 端 承受 力 


偶 20kN.m 及 集中 力 10kN。 





集中 力 10kN 作用 于 支 座 上 不 产生 弯 矩 ， 作 用 在 支 座 刀 上 的 





力 偶 20kN.m 产生 的 固 端 力矩 M =20kN.m ， 在 另 端的 固 端 力矩 
ME 办 =10kN.m( 由 表 6-2 查 得 )。 固 端 力 矩 记 入 第 三 行 。 




















2 











由 于 结 点 C 的 不 平衡 力矩 大 ， 所 以 先 放 松 结 点 C。 最 大 固 端 力矩 是 两 位 数 ， 取 四 位 有 
效 数字 ， 故 取 到 小 数 点 后 两 位 。 
(3) 放松 结 点 C。 将 WMc 变 号 ， 分 别 乘 以 分 配 系数 。 分 配 传递 过 程 记 入 表 7-5 中 第 四 行 。 
这 里 DD 端 是 铵 支 端 ， 故 传递 力矩 为 零 。 
(4) 放松 结 点 B( 固 定 结 点 CO)。 此 时 ， 结 点 B 的 不 平衡 力 托 
Ms =+40—50—18.75==—28.75KN.m 
分 配 传递 过 程 记 入 第 五 行 。 


























(5) 再 次 放松 结 点 C( 固 











配 与 传递 过 程 记 入 第 六 行 。 


定 结 点 B)。 结 点 C 的 不 平衡 力矩 为 传递 力矩 (6.77kKN .m )， 分 


(6) ”再 次 放松 结 点 了 此 时 该 结 点 的 不 平衡 力矩 为 传递 力矩 ( -2.12kKN .m )。 分 配 传递 


过 程 记 入 第 七 行 。 
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继续 轮流 固定 、 放 松 ……。 

(7) 计算 杆 端 力矩 ， 如 表 7-5 中 杆 端 力矩 行 (最 后 一 行 ) 所 示 。 

(8) 根据 杆 端 力矩 绘 M 图 ， 如 图 7.8 中 M 图 所 示 。 

(9) ” 静 力 平衡 校 核 ， 由 各 结 点 是 否 满足 》M =0 来 校 核 。 结 点 C 上 有 0.01 的 误差 ， 
与 弯 矩 值 15.24 相 比 ， 甚 小 ， 可 以 认为 满足 要 求 。 
【 例 7-4】 ”试用 弯 矩 分 配 法 求 如 图 7.9(a) 所 示 的 无 侧 移 刚 架 结构 弯 矩 图 (计算 2 轮 )。 

解 : 这 是 两 个 结 点 (多 结 点 ) 弯 和 矩 分 配 问题 。 首 先 根据 题目 条 件 锁定 C、D 弹性 结 点 ， 
可 作出 如 图 7.9(b) 所 示 固 端 弯 矩 图 。 再 根据 题目 条 件 可 得 各 杆 的 线 刚 度 ， 根 据 它 端 支承 条 
件 ， 可 得 转动 刚度 分 别 为 : 


















































Sci =Sco = Spg =Soc = 和 4 


S =2 
由 此 可 得 分 配 系数 为 : 
A 
Hcs— FF N+ 
4i 
三 压 二 一 一 一 < )04 
4 HE HR A 


2i 


一 一 一 一、 02 
tos NG 


15kN/m 20 20 










i i=El4m 
EF 三 常数 
4 (KN mj 





(b) 锁定 及 固 端 弯 矩 (c) 最 终 弯 矩 图 


图 7.9 
(1) 首先 将 结 点 的 分 配 和 传递 系数 标 于 如 图 7.10 所 示 的 图 上 。 











图 7.10 


wi 
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(2) 将 固 端 弯 矩 分 别 标注 在 图 7.10 所 示 相 应 分 配 系数 下 方 及 他 端 处 。 
(3) 因为 C 结 点 不 平衡 力矩 大 ， 所 以 先 分 配 ， 刀 结 点 后 分 配 。 按 所 求 得 的 不 了 














衡 力 抵 





变 号 后 乘 分 配 系数 得 分 配 力矩 。 











(4) 根据 他 端 条 件 确 定 传递 系数 ， 将 分 配 力矩 向 他 端 传递 ， 并 返回 第 (3) 步 进行 两 轮 分 








配 传递 。 
(5) 赫 加 固 端 弯 矩 、 分 配 或 传递 弯 矩 ， 得 杆 端 最 终 弯 托 。 
(6) 根据 杆 端 弯 矩 作出 如 图 7.%(c) 所 示 最 终 弯 和 矩 图 。 

















7.4 习 题 


1. 求 图 示 结 构 的 力矩 分 配 系数 和 固 端 弯 矩 ， 并 画 出 图 示 结 构 的 弯 窃 图 ，E 记 常数 。 








10kN 10kN 


2m 


加 sk 和 -和 -| 
2. 求 图 示 结 构 的 为 移 分 配 系 数 和 固 端 弯 矩 。 已 知 ?= 20kNm ， 各 杆 E1 相同 。 


4m 











3. 用 力矩 分 配 法 计算 图 示 连 续 粱 ， 并 作出 M 图 ，E 厂 常数。 


30kN 30kN 


15kN/m 15kN/m 
4 Be C: D. E 


4m 8m 8m gm 4m 


Ft 十 十 -上 -| 
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4. 用 力矩 分 配 法 作 图 示 结 构 的 M 图 。 已 知 P8KN，g=4kN/m (每 个 结 点 分 配 两 次 )。 


























5. 用 力矩 分 配 法 计算 图 示 结 构 ， 并 作 M 图 (各 杆 线 刚度 比值 如 图 所 示 )。 


2kN/m 2kN/m 





7. 用 力矩 分 配 法 计算 图 示 结 构 ， 并 作 M 图 。 


如 


多 E 
ny El 8 访 ET 
C 卫 








9. 求 图 示 结 构 的 力矩 分 配 系 数 和 固 端 弯 矩 。 已 知 : g=20kN/m， 各 杆 E7 为 常数 。 
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上 ~- 一 
10. 用 力矩 分 配 法 计算 图 示 对 称 结构 ， 并 作 M 图 。E 三 常数 (计算 两 轮 )。 









10kN 10kN 
| | 
gq=2kN/m 4 
中 
4m 
六 





3m 6m 3m 


用 力矩 分 配 法 计算 图 示 结 构 , “并 作 3M 图 。 图 中 圆圈 内 表示 各 杆 相 对 线 刚 度 (计算 
Ni 


8 : 上 | 答 


2.5m 


在 Sm Se CE 2 Se i Sm Sm 
12， ”用 力矩 分 配 法 作 图 示 结 构 的 M 图 。 已 知 : P=30kN，g=240kN/m， 各 杆 EI 相同 
(每 个 结 点 分 配 两 次 )。 
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13. 求 图 示 结 构 的 力矩 分 配 系 数 和 固 端 弯 窃 ， 尼 广 常数 。 








14. 用 力矩 分 配 法 计算 图 示 结 构 ， 并 作 M 图 (各 杆 线 刚度 比值 如 图 所 示 )。 


2kNm 2kNm 








| 一 -= 
15. 用 力矩 分 配 法 绘制 图 示 连 续 梁 的 弯 窍 图 ,7 为 常数 (计算 两 轮 )。 


kN 
4 kN/m 有 
1 B C DL 
6m 4m 4m 8m 


FF 一 -一 -一 -| 
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RE 

教学 提示 : 影响 线 主要 是 讨论 静 定 结构 和 超 静 定 结构 内 力 ( 反 力 ) 的 影响 线 的 做 法 和 
运用 。 

它 的 理论 依据 主要 是 静 力 平衡 方程 和 虚 功 原理 。 影 响 线 和 内 力图 从 图 形 的 形状 上 看 有 
些 情况 下 是 相似 的 , 但 实质 上 他 们 是 完全 不 同 的 两 个 问题 。 影 响 线 是 影响 系数 与 荷载 位 置 
间 的 关系 曲线 , 它 与 内 力 分 布 图 是 有 区 别 的 。 内力 分 布 图 是 描述 固定 荷载 作用 下 , 内 力 治 结 
构 各 个 截面 的 分 布 ;而 影响 线 是 描述 单位 集中 荷载 在 不 同位 置 作 用 时 对 结构 中 某 固定 处 某 
量 的 影响 。 影 响 线 可 运用 静 力 法 和 机 动 法 来 绘制 。 根 据 影 响 线 可 以 确定 各 种 荷载 作用 时 的 
影响 值 , 并 用 以 确定 移动 荷载 的 不 利 位 置 。 

教学 要 求 :影响 线 主要 运用 于 有 移动 荷载 作用 的 工程 结构 , 比如 桥梁 、 厂房 中 的 一 些 移 
动 起 吊 设备 和 移动 荷载 作用 的 特殊 结构 。 学 生 在 学 习 影响 线 时 首先 必须 掌握 影响 线 的 概念 
学 会 用 静 力 法 和 机 动 法 绘制 单 跨 静 定 梁 、 静 定 连续 梁 、 静 定 桥架 、 简单 刚 架 以 及 用 机 动 法 绘 
制 超 静 定 连续 梁 影 响 线 的 轮廓 线 。 对 于 由 直线 图 形 构成 的 影响 线 , 还 必须 学 会 用 影响 线 来 
确定 临界 荷载 以 及 荷 增 的 最 不 利 位 置 。 


8.1 ,移动 荷载 和 影响 线 的 概念 





前 面 各 章 讨论 了 结构 在 静止 荷载 作用 下 的 计算 方法 。 这 类 荷载 的 大 小 、 方 向 以 及 作用 
点 在 结构 上 的 位 置 是 固定 不 变 的 ， 因 此 , ,结构 的 反 力 和 各 处 的 内 力 及 位 移 也 是 不 变 的 。 但 
在 工程 中 ， 有 些 结 构 除了 承受 上 述 恒定 荷载 外 ， 还 受到 移动 荷载 的 作用 ， 例 如 帅 车 梁 承 受 
吊车 荷载 ， 桥 梁 承受 车 辆 荷载 ， 又 如 房屋 楼 面 上 的 人 群 、 货 物 或 非 固 定 的 设备 等 可 以 任意 
布置 的 分 布 荷载 ， 都 属于 活 载 的 范围 。 随 着 荷载 作用 点 位 置 的 变化 ， 将 引起 结构 的 反 力 、 
内 力 和 位 移 等 这 些 量 值 的 变化 。 在 设计 结构 时 ， 需 要 知道 在 移动 荷载 的 作用 下 .结构 产生 
的 某 些 量 值 的 最 大 值 ， 该 值 称 为 最 大 量 值 。 出 现 最 大 量 值 的 荷载 位 置 ， 称 为 最 不 利 荷载 位 
置 。 本 章 的 主要 内 容 是 研究 结构 的 反 力 、 内 力 和 位 移 随 荷载 移动 而 变化 的 规律 。 在 这 里 不 
考虑 荷载 移动 对 结构 产生 的 动力 作用 ， 因 此 仍 属 于 静 力 计算 问题 。 

结构 在 移动 荷载 作用 下 的 状态 将 随 荷载 作用 位 置 的 不 同 而 变化 ， 这 样 ， 就 需要 解决 以 
下 新 间 题 。 

(1) 结构 在 某 一 量 值 (内 力 、 反 力 或 位 移 ) 随 荷载 作用 位 置 变动 时 的 变化 规律 。 

(2) 确定 上 述 量 值 达到 最 大 时 移动 荷载 的 作用 位 置 ， 即 该 量 值 的 最 不 利 荷载 位 置 ， 并 
求 出 相应 的 最 不 利 值 。 
(3) 确定 结构 各 截面 上 内 力 变化 的 范围 ， 及 内 力 变化 的 上 限 和 下 限 。 
以 上 第 一 条 是 基础 ， 第 二 、 第 三 条 是 进一步 的 运用 ， 可 为 设计 提供 相应 的 依据 。 
移动 荷载 是 多 种 多 样 的 ， 一 般 是 由 若干 个 大 小 和 间距 保持 不 变 的 竖 向 荷载 所 组 成 ， 此 
时 的 荷载 就 称 为 移动 荷载 组 。 
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如 图 8.1 所 示 简 支 梁 48 上 有 辆 汽车 向 右 行驶 ， 用 汽车 的 两 个 轮子 可 看 成 两 个 间距 不 
变 的 竖 向 荷载 1 和 五,,， 其 中 某 一 荷载 与 梁 4 端的 距离 用 x 表示。 车 辆 向 前 行驶 时 ，4 端 
支 座 反 力 4 逐渐 减 小 ， 而 B 端的 支 座 反 力 Fs 逐渐 增 大 。 此 时 ， 梁 内 不 同 截面 处 内 力 变 
化 的 规律 也 是 不 同 的 。 即 使 在 同一 截面 处 ， 不 同 内 力 的 变化 规律 也 不 相同 。 因 此 作为 最 基 
础 的 研究 ， 可 以 从 单一 的 移动 荷载 作用 下 给 定 截 面 上 某 种 量 值 的 变化 规律 开始 着 手 ， 并 取 
荷载 为 单位 荷载 。 

单位 移动 荷载 作用 下 表示 结构 某 一 量 值 ( 称 为 影响 线 ) 变 化 规律 的 图 形 ， 就 称 为 该 量 值 
的 影响 线 。 所 谓 单位 荷载 是 数值 和 量 纲 均 为 1 的 量 ， 它 可 以 在 实际 移动 荷载 可 到 达 的 范围 
内 移动 。 在 求 得 了 某 一 量 值 的 影响 线 之 后 ， 就 可 以 用 肢 加 原理 ， 进 而 求 得 实际 的 移动 荷载 
组 所 引起 的 该 量 值 的 变化 规律 。 

现 以 图 8.1 为 例 ， 说 明 影响 线 的 绘制 过 程 。 在 图 8.2(a) 中 以 x 表达 单位 移动 荷载 P=1 
的 作用 位 置 。 若 需 绘制 8 支 座 反 力 的 影响 线 ， 可 以 通过 改变 位 置 参数 来 进行 。 显 然 ， 当 
和 -0 时 ， 忆 sp=0; x=1 时 ，g=1; 当 x 在 4、B 之 间 变 化 时 , ,gs 是 的 线性 函数 。 于 是 可 
以 作出 如 图 8.2(b) 所 示 Fs 的 影响 线 ， 它 形象 地 表明 了 支 座 反 办 .Fs 随 单位 荷载 =1 的 移 
动 而 变化 规律 。 影 响 线 上 的 某 竖 标 y 则 表示 Fl 作用 点 5 该 处 时 ，B 支 座 反 力 Fs 的 值 。 


Fr=1 
x 
4 = B » 
7 g 7 7 













































































(a) 
Fs 影响 线 
i 
(b) 
图 8.1 8.2 


8.2 ” 静 力 法 作 单 跨 静 定 梁 的 影响 线 


8.2.1 反 力 影响 线 


静 力 法 是 应 用 静 力 平衡 条 件 ， 求 出 某 量 值 的 影响 线 方程 ， 再 绘 出 其 影响 线 的 方法 。 下 
面 分 别 叙 述 绘制 如 图 8.3 所 示 简 支 梁 的 反 力 影 响 线 的 方法 。 以 4 点 为 坐标 原点 ， 以 x 表示 
荷载 P=1 作用 点 的 横 坐 标 。 
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二 | 有-=1 ss 
1 .8: 
4 2 | Sa 0 
7 g 1 Rs 加， | 
人 ! a | 
中 起 站 - 和 | | 
1 1 1 
1 1 
1 
MM 影响 线 
(qd) 
影响 线 i 
= 
四 | wp © 
1 
1 
rrrTTTeTT|| Gy …----- 多 
a 影响 线 , Fe 
(©) (9 
图 8.3 
取 48 梁 为 隔离 体 ， 对 B 点 取 矩 >,M，=FX1-F,(1 一 x)=0， 得 
F, = (0<£ 0) (8-1) 


式 (8-1) 表 示 反 力 Fw 随 荷 载 ,Pp=1 位 置 的 变化 而 变化 的 规律 ， 即 Ry 影响 线 方程 ， 因 为 
式 (8-1) 是 x 的 一 次 函数 , 所 以 Fw 的 影响 线 为 一 直线 只 需 定 出 两 个 控制 截面 的 纵 坐 标 并 
用 直线 连接 就 可 绘 出 s 

当 克 0 时 ,Ts 

当 夺 1 时 ”FRR50。 
作 图 时 规定 反 力 向 上 为 正 ， 把 正 的 纵 坐 标 画 在 基线 的 上 面 ， 负 的 纵 坐 标 画 在 基线 的 下 
面 ， 并 标 上 正 负 号 。 如 图 8.3(b) 所 示 。 

同 理 对 4 点 取 拢 得 : 











DM,=Fsl-Fx=0 
F 


=FrT=7 (0<¥) (8-2) 
式 (8-2) 为 Fs 的 影响 线 方程 
当 好 0 时 ， 忆 or-0。 
当 丰 1 时 ,1。 
据 此 绘 出 Fs 的 影响 线 如 图 8.3(c) 所 示 。 
式 (8-1)、 式 (8-2) 可 知 ， 反 力 影响 线 纵 坐 标 是 无 量 纲 的 量 。 当 利用 影响 线 计算 荷载 所 
产生 的 以 上 量 值 时 ， 只 须 将 实际 荷载 数值 与 相应 影响 线 的 纵 坐 标 相 乘 并 采用 实际 荷载 的 单 
位 即 可 。 
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8.2.2 ” 弯 和 矩 影响 线 


作 弯 矩 的 影响 线 时 ， 应 首先 指定 截面 的 位 置 ， 即 明确 要 做 哪 一 截面 的 影响 线 。 现 拟 作 
简 支 梁 截面 C( 它 距 两 端的 距离 分 别 为 a 和 和 的 弯 矩 影响 线 。 当 荷载 Pr 王 1 分 别 在 截面 以 左 
和 截面 以 右 时 ， 截 面 C 的 弯 矩 具有 不 同 的 表达 式 ， 应 予 分别 考虑 。 

当 Fl 在 截面 C 以 左 移动 时 ， 为 计算 简便 ， 取 CB 左 段 为 脱离 体 ， 由 力矩 平衡 方程 


























Me =Fsb= 了 2 (0< 系 四 (8-3) 


上 式 表明 Mc 的 影响 线 在 截面 C 以 左 为 一 直线 。 

当 x=0 时 ，Mc=0。 

当 x=a 时 ， Me 时 。 4 

用 直线 连接 两 控制 截面 的 纵 坐标 ， 即 得 4C 段 Mc 的 影响 线 。、 

当 Po=1 在 截面 C 以 右 移动 时 ， 裤 人 9 吕 不 滞 用 震 另 行 考虑 为 计算 简便 ， 取 4C 
段 为 脱离 体 ， 利 用 力矩 平衡 方程 式 可 得 : ee 


Mc =F, -Se Ne< 系 1) (8-4) 


显然 ，Mc 的 影响 线 在 截面 C 以 直线 。 


当 x=a 时 ， we-2， 





当 克 1 时 ，Mc=0。 人 

直线 连接 两 个 纵 坐 标 ， 即 得 CB 段 Mc 的 影响 线 。 

分 析 式 (8-3)、 式 (8-4) 可 以 看 出 ，Mc 影 响 线 左 段 为 ys 影响 线 的 纵 坐标 扩大 5 倍 ， 

右 段 为 Fy 的 影响 线 纵 伦 标 扩大 a 倍 。 因 此 WE 的 影响 线 可 以 利用 Fy 和 Fs 的 影 a 
如 图 8.3(d) 所 示 小 在 画 弯 矩 影响 线 时 ， 规 定 正 的 纵 坐 标 画 在 基线 上 面 ， 负 的 纵 坐标 画 在 基 
线 下 面 ， 并 标明 正 负 号 。 弯 矩 影响 线 纵 坐 标的 量 纲 应 为 长 度 的 量 纲 。 


8.2.3 ”前 力 影响 线 


作 剪 力 影响 线 也 需要 指定 截面 的 位 置 ， 并 分 别 考虑 荷载 Fp=1 在 截面 以 左 和 以 右 移 动 
的 情况 ， 剪 力 的 正 负 号 规定 与 材料 力学 相同 ， 即 使 脱离 体 有 顺 时 针 转 动 趋势 的 剪 力 为 正 ， 
反之 为 负 。 

现 拟 作 简 支 梁 截面 C 的 前 力 影响 线 。 

当 Fr1 在 截面 C 以 左 移动 时 ， 取 CB 段 为 脱离 体 ， 列 平衡 方程 ， 得 



























































Fac =-Ps=-7 (0<# 四 (8-5) 
当 Fr-1 在 截面 C 以 右 移动 时 ， 取 4C 段 为 脱离 体 ， 列 平衡 方程 ， 得 
六 志和 人 攻 过 而 (8-6) 




















以 上 两 式 可 知 ， 在 截面 以 左 ，Foc 的 影响 线 与 Fs 的 影响 线 相同 ， 但 正 负 号 相反 ， 





Es 
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相当 于 把 a 影响 线 翻 过 来 画 在 基线 下 面 ， 接近 截面 C 的 纵 坐标 值 为 而 在 截面 以 右 ， 





Foc 影 响 线 与 4 的 影响 线 完全 相同 ， 接近 截面 C 的 纵 坐 标 值 为 ， 两 直线 互相 平行 。 前 





力 影响 线 的 纵 坐标 和 反 力 影响 线 的 纵 坐 标 一 样 也 是 无 量 纲 的 量 。Foc 的 影响 线 如 图 8.3(e) 


所 示 。 














必须 指出 影响 线 与 内 力图 是 截然 不 同 的 ， 应 注意 它们 之 间 的 区 别 。 
【 例 8-1】 ” 试 如 图 8.4(a) 所 示 双 伸 臂 粱 的 反 力 影 响 线 ， 以 及 指定 截面 C 和 刀 的 弯 矩 、 剪 





力 影响 线 。 
解 : (1) 作 反 力 Fu、Fys 影响 线 。 














以 4 点 为 坐标 原点 ， 坐 标 x 以 向 右 为 正 ， 利 用 整体 平衡 条 件 可 分 别 求 得 反 力 Fy、Fyg 


的 影响 线 方程 为 


P= Ce<¥ 1+d), 


其 
F,, = 二 
J8 I 


(-c< 条 1+0 
根据 以 上 两 式 ， 绘 出 Py、Fa 的 影响 线 。 
2) 作 弯 矩 Mc 和 Foc 的 影响 线 。 RK 
当 Fo=1 在 截面 C 以 左 时 ， 求 得 Mc 的 影响 线 方程 为 

Me SR Tb (eR a) 
同 理 ， 当 Fp=1 在 截面 C: 以 右 时 ， 则 求 得 


1 





日 以 上 影响 线 方程 绘 出 Mc 的 影响 线 x 师 图 8.4(d) 所 示 。 
当 Fp=1 在 截面 C 以 左 时 ， 求 得 Foc 的 影响 线 方程 为 
; bn 


vB 


同 理 ， 当 Fp=1 在 截面 C 以 右 时 ， 则 求 得 


(-c 达 科 a) 


~| 

















以 上 影响 线 方程 给 出 Foc 的 影响 线 ， 如 图 8.4(e) 所 示 。 
3) 作 弯 矩 Mp 和 Fop 的 影响 线 。 


I-x 
We (a 和 系 1+d) 


| Me = Fua= a tas 1+d) 


当 Fl1 位 于 截面 D 以 左 时 ， 截 面 D 不 产生 弯 矩 和 剪 力 ， 所 以 Mp 和 Fop 的 影响 线 纵 
标 在 D 以 左 均 为 0。 为 计算 方便 ， 取 DD 点 为 坐标 原点 ， 以 x 表示 Fer=1 至 原点 的 距离 ， 如 

















8.4(a) 所 示 ， 取 截面 D 以 右 为 脱离 体 ， 根 据 平衡 条 件 ， 有 
My=-x (0 入 秀 /) 
Fop=1 (0 入 务 /) 

Mp 和 Fop 的 影响 线 ， 如 图 8.4( 及 图 8.4(g) 所 示 。 


浴 
EE 
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A > 
[| 
上 一 一 十 全 -| 
(a) 


foc 影响 线 


8. 


(©) 


a 
a 影响 线 人 
(d) | 

| 

! 

| 

| 

1 

! 

| 





Mc 影响 线 


(e) 





4 影响 线 1, 
| 
和 加 
局 影响 绕 
(8) 


图 8.4 


3 一 结 点 荷载 作用 下 梁 的 影响 线 


在 上 一 节 介 绍 了 荷载 直接 作用 于 梁 上 时 影响 线 的 做 法 ， 实 际 上 不 少 结构 常 受到 间接 荷 
载 (也 称 为 节点 荷载 ) 的 作用 。 例 如 桥梁 或 房屋 结构 中 的 某 些 主 梁 ， 是 通过 一 些 次 梁 ( 纵 梁 和 
横梁 ) 将 荷载 传 到 主 梁 上 。 主 梁 上 这 些 荷载 传递 点 即 主 梁 的 节点 。 从 移动 荷载 来 说 ， 不 论 





荷载 在 次 梁 
48 为 一 简 








载 的 作用 。 

















我 们 以 主 梁 上 截面 Mx 影响 线 为 例 ， 当 Fp=1 作用 于 节点 C、 刀 之 间 的 纵 梁 上 时 ， 主 
梁 4B 在 C、D 两 点 所 承受 的 节点 荷载 分 别 为 


村 二 交 
d 








上 的 那些 位 置 ， 其 作用 都 要 通过 这 些 固定 节点 传递 到 主 梁 上 ， 如 图 8.5(a) 所 示 。 
E 梁 的 4、B、C、D、E 点 处 ， 这些 点 就 是 节点 。 横 梁 上 面 


为 4 根 简 支 纵 梁 。Fp=1 在 C、D 之 间 的 纵 梁 上 移动 时 ， 主 梁 即 在 节点 C、D 处 受到 节点 荷 





和 了 了 ， 如 图 8.5(b) 所 示 。 根 据 影响 线 的 


定义 并 利用 县 加 原理 可 知 ， 在 两 个 节点 荷载 共同 作用 下 ，Mx 的 影响 线 纵 坐 标的 计算 式 为 


式 中 yc 和 yp 分 别 为 直接 荷载 作 月 











这 是 x 的 一 次 方程 式 。 


因 











= x 
Mk =— ye +17 


d 


目下 MK 影响 线 在 C、D 两 点 








(8-7) 
的 纵 坐 标 ， 如 图 8.5(c) 所 示 ， 


此 ，Mx 影 响 线 在 C、D 之 间 为 一 直线 。 将 yc 和 yo 的 顶点 用 一 条 
直线 相连 ， 从 此 比例 关系 可 知 ， 图 8.5(c) 中 ，Fp=1 下 方 的 纵 坐 标 了 就 等 于 上 式 所 示 Mx 的 








a 
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影响 线 的 纵 坐标 。 因 此 ， 在 节点 荷载 作用 下 ，Mx 的 影响 线 即 如 图 8.5(c) 的 实 线 所 示 。 
以 上 讨论 同样 适用 于 主 梁 其 他 量 值 的 影响 线 。 这 样 ， 我 们 将 节点 荷载 作用 下 某 一 量 值 














影响 线 的 做 法 归纳 如 下 。 
(1) 先 绘 出 直接 荷载 作用 下 该 量 值 的 影响 线 。 








(2) 从 各 结 点 引 竖 线 与 直接 荷载 作用 下 的 影响 线 相交 ， 然 后 根据 所 得 交点 在 每 一 纵 梁 











为 以 直线 相连 ， 即 得 该 量 值 在 节点 荷载 作用 下 的 影响 线 。 


范围 








出 ， 不 论 截 面 K 位 于 C、D 两 点 之 间 的 任何 一 处 ，Fox 影响 线 都 一 样 。 此 外 ， 























用 时 完全 相同 。 





al 1. 避 ?I 向 线 


i 





图 8.5 


.174 














依照 上 述 作法 ， 可 得 主 梁 上 截面 K 的 剪 力 Fok 影 响 线 ， 如 图 8.5(d) 实 线 所 示 。 可 以 看 
日 上 述 作法 
可 以 推 知 : 主 梁 反 力 Fy、Fs 的 影响 线 和 结 点 处 截面 的 内 力 (M、Fo) 影 响 线 与 直接 荷载 作 
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8.4 机 动 法 作 静 定 梁 影响 线 


8.4.1 静 定 梁 影响 线 


机 动 法 是 绘制 影响 线 的 另 一 种 方法 ， 它 的 理论 依据 是 虚 功 原理 。 根 据 理论 力学 中 的 刚 
体系 虚 功 原 理 ， 刚 体系 在 力 系 作用 下 处 于 平衡 时 ， 在 任何 可 能 的 无 限 小 的 位 移 中 ， 力 系 所 
做 功 的 总 和 为 零 。 这 种 任何 可 能 的 无 限 小 位 移 称 为 虚 位 移 ， 而 力 系 在 虚 位 移 上 所 做 的 功 称 
为 虚 功 。 应 用 机 动 法 可 以 将 绘制 静 定 结构 内 力 和 反 力 影响 线 的 静 力 学 问题 转化 为 求 作 位 移 
图 的 几何 学 问题 ， 绘 制 过 程 十 分 快捷 。 

1. 反 力 影响 线 

以 下 仍 以 伸 臂 梁 为 例 ， 介 绍 如 何 按照 机 动 法 绘制 反 力 影响 线 忌 设 要 绘制 如 图 8.6(a) 所 
示 外 伸 梁 支 座 Fy 的 影响 线 。 可 先 将 与 Fy 相应 的 支 座 连 杆 撤 出 人 代 之 以 未 知 反 力 X。 此 
时 ， 体 系 仍 处 于 平衡 状态 ， 但 原先 的 静 定 结构 已 转 化 为 具有 一 个 自由 度 的 机 构 。 使 上 述 机 
构 顺 着 无 的 正方 向 发 生 虚 位 移 ， 如 图 8.6(b) 所 示 ， 以 也 -和 .2 分 别 表示 梁 4 点 处 和 移动 荷 
载 Fp=1 作用 点 处 的 虚 位 移 。 5v 取 与 所 求 量 值 方向 一 致 为 下 6; 取 与 单位 荷载 
五 ,=1 方 向 一 致 为 正 ， 此 时 可 列 出 虚 功 方程 

X64F,65=0 














由 此 可 得 
4 (8-8) 
Or 

当 单 位 荷载 Fp=1 移动 时 ， 5 的 值 是 变化 的 。 其 直 从 规律 如 图 8.6(b) 的 机 构 虚 位 移 图 

所 示 。 车 使 6, =1,“ 则 有 
=-0y (8-9) 

式 (8-9) 表 明 。 只 需 将 5 il oan di 改变 符号 ， 即 取 方向 向 上 为 正 ， 就 可 

得 到 所 求 量 值 蕊 的 影响 线 ， 于 是 可 作出 XE) 的 影响 线 ， 如 图 8.6(c) 所 示 。 


EE 人 二 可 中 mh 可 
4 影响 线 


图 8.6 
2. 弯 矩 影响 线 


下 面 讨论 用 机 动 法 作 如 图 8.6(a) 所 示 伸 辟 梁 Mc 的 影响 线 ， 首 先 应 将 与 Mc 相应 的 联系 
撤 出 ， 即 在 C 截面 插入 一 个 匀 ， 并 以 一 对 大 小 等 于 蕊 的 力矩 代替 原 有 联系 中 的 作用 ， 如 
8.7(a) 所 示 。 然 后 使 上 述 机 构 顺 着 革 的 方向 发 生 一 虚 位 移 ， 此 时 可 列 出 虚 功 方程 : 
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lx6» +Xx(a+p)=0 


Or 
Xs (8-10) 
式 中 a+B 为 匀 C 出 杆 件 的 折 角 ， 即 与 相应 的 广义 位 移 。 若 使 4+ =1， 并 注意 6, 的 
机 构 虚 位 移 项 将 改变 符号 ， 即 可 得 到 Mc 的 影响 线 ， 如 图 8.7(b) 所 示 。 影 响 线 图 中 的 纵 坐 
标 可 按 前 述 几何 学 原理 求 得 














X=-6, (8-11) 





Fa. 影响 线 


3. 剪 力 影响 线 


最 后 用 机 动 法 绘制 伸 臂 梁 截面 C 前 力 Fec 的 影响 线 ， 同 理 在 C 截面 撤 出 与 Foc 相 应 
的 联系 ， 即 在 C 处 插入 一 个 滑动 匀 ， 并 以 之 代 普 原 有 联系 的 作用 。 
然后 使 上 述 机 构 顺 着 Foc 的 正方 向 发 生 虚 位 移 ， 如 图 8.7(c) 所 示 。 由 于 组 成 滑动 贸 的 
两 根 等 长 链 杆 和 两 侧 的 刚 片 在 机 构 运动 中 必定 保持 为 平行 四 边 形 ， 因 此 在 虚 位 移 图 中 4C 
与 C2B 必定 是 平行 的 。 与 上 述 虚 位 移 相 应 的 虚 功 方程 为 
1x6, +Xx(CC, +CC,)=0 
Or 
6 
式 中 CCI+CC: 为 C 点 两 侧 截面 的 竖 向 相对 线 位 移 ， 即 与 Foc 相 应 的 广义 位 移 。 若 使 
CCI+CC2=1， 并 按 与 前 同样 的 理由 将 机 构 虚 位 移 图 改变 符号 ， 即 可 得 到 Foc 的 影响 线 如 图 
8.7(d) 所 示 。 图 中 影响 线 的 纵 坐 标 同样 可 以 按照 几何 学 原理 求 得 。 
X=-6, (8-13) 
综 上 所 述 ， 用 机 动 法 作 静 定 结构 内 力 和 反 力 的 影响 线 时 ， 首 先 需 要 撤除 与 所 求 内 力 或 
反 力 的 量 值 “S$” 相应 的 约束 ， 并 用 XX 代 蔡 所 求 量 值 。 此 时 原 结构 变 为 具有 一 个 自由 度 的 
机 构 ， 并 且 仍 处 于 平衡 状态 。 然 后 ， 使 该 机 构 顺 着 的 正方 向 发 生 单位 虚 位 移 ， 在 此 过 程 
中 只 有 XX 和 单位 移动 荷载 作 了 虚 功 ， 单 位 移动 荷载 所 作 的 虚 功 就 等 于 其 作用 点 沿 FF 天 1 方 
向 的 位 移 值 5, ; 而 针 所 作 的 虚 功 就 等 于 XX 本 身 。 于是， 由 虚 功 方程 可 知 ， 针 的 影响 线 就 





























(8-12) 
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是 改变 符号 后 的 65， 





样 ， 绘 制 影 响 线 的 静 力学 问题 就 转化 为 求 作 相 
动 法 作 如 图 8.8(a) 所 示 多 跨 静 定 梁 Fs、Me、For 的 影响 线 。 





【 例 8-2】 使 用 
解 ，(1) Fs 的 影响 线 。 


撤 掉 支 座 ， 代 以 未 知 反 力 X， 令 体系 沿革 的 J 











移 图 ， 如 图 8.9(b) 所 示 ， 用 实 线 画 轮廓 ， 并 
c) 所 示 。 


即 得 到 Fs 的 影响 线 如 图 8.8( 


标明 了 











(2) 画 Mr 的 影响 线 。 


撤 掉 截 面 处 的 约束 ， 在 下 处 插入 一 个 锐 ， 六 
E 方 向 发 生 有 





作用 ， 使 锐 处 沿 半 
出 轮廓 线 ， 标 明正 负 号 ， 按 昌 
8.8(e) 所 示 。 

(G3) ” 撤 掉 截面 处 的 约 
联系 中 


标明 正 负 号 ， 按 比例 关系 求 


8.4.2 杭 架 内 力 的 影响 线 





于 作 月 














以 未 知 反 
大 位 移 ， 如 图 8.8(d) 所 示 。 c+ 
例 关 系 求 出 各 控制 点 的 纵 坐 标 ， 





束 ， 在 下 处 插入 一 个 滑动 镜 ， 关 


的 作用 ， 使 滑动 铵 左右 截面 产生 的 相对 位 移 等 于 1。 由 上 


E 方 向 发 生 上 
E 负 号 ， 按 比例 关系 求 出 各 控制 点 的 纵 标 ， 


， 即 相应 机 构 中 承载 杆 (移动 荷载 Fp=1 所 作用 的 杆 ) 的 虚 位 移 图 。 这 
应 机 构 位 移 图 的 几何 学 问题 。 


8 位 位 移 ， 得 到 相应 的 虚 位 





力 X( 力 偶 ) 代 替 原 有 联系 中 的 
B=1 时 ，5 =2， 以 实 线 画 
即 得 Mz 的 影响 线 ， 如 图 








F 以 未 知 反 力 玉 前 力 ) 代 蔡 原 有 


三 位 移 图 以 实 线 画 出 轮 麻 

















8 各 控制 点 的 纵 坐 标 ， 即 得 Fo 


柏 架 支 座 反 力 的 影响 线 与 粱 相同 ， 本 节 主 要 介绍 机 架 杆 件 
在 桩 架 上 的 荷载 一 般 也 是 通过 弦 杆 和 腹 杆 ( 纵 粱 和 横梁 ) 传 递 到 枯 架 的 结 点 上 的 ， 所 











以 前 面 所 讨论 的 在 间接 荷载 f 


E 用 下 相 邻 结 点 间 的 影响 线 为 直线 


的 影响 线 ， 如 图 8.8(g) 所 示 。 








内 力 影 响 线 的 绘制 方法 。 




















有 仍然 适 




















的 结论 ， 在 这 
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事实 上 ， 作 术 架 杆 件 内 力 的 影响 线 跟 作 间 接 荷载 作用 下 梁 的 影响 线 异 曲 同 工 。 梅 架 某 杆 件 

内 力 的 影响 线 是 荷载 严 Fp=1 沿 弦 杆 移动 时 ， 表 示 该 杆 内 力 变化 规律 的 图 线 。 其 影响 线 方 

程 需要 通过 计算 单位 移动 荷载 作用 下 该 杆 的 内 力 来 求 得 。 因 此 ， 静 止 荷载 作用 时 求 桥架 内 

力 的 方法 一 一 结 点 法 和 截面 法 依然 适用 。 
如 图 8.9(a) 所 示 结 构 的 影响 线 。 






























































(1) 作 Nzs 和 Nas 的 影响 线 ， 作 截面 I- 工 ， 以 结 点 3 为 矩 心 ， 利 用 平衡 方程 式 
DM; =0 求 Na。 
当 Pi=1 在 结 点 1 以 左 时 ， 取 截面 1- 了 以 右 部 分 为 脱离 体 ， 得 
Fsx4d+Naxh=0 NWN, =-4F, (8-14) 
当 F 户 1 在 结 点 3 以 右 时 ， 取 截面 以 左 为 脱离 体 ， 得 
Fx2d+Naxh=0 Ns -=F, (8-15) 





由 式 (8-14)， 利 用 Fs 的 影响 线 将 纵 坐 标 乘 以 把 ， 画 在 基线 下 面 ， 取 结 点 1 以 左 段 ; 
由 式 GG-13)， 将 忆 4 影 响 线 纵 坐 标 乘 以 24 ， 面 在 基线 下 面 ， 取 结 点 3 以 右 段 。 在 结 上 


1、3 之 间 ， 影 响 线 为 连接 点 1、 3 处 纵 坐 标的 直线 ， 恰 遇 左 段 延长 线 重 合 ， 因 此 ，Nz4 的 
影响 线 为 三 角形 。 \ 
将 式 (8-14)、(8-15) 合 并 为 一 式 、 
= 全 < 站 (8-16) 
. ; XI 
式 中 My 为 相应 图 8.9(Cc) 所 示 简 支 粱 结 点 3 的 弯 矩 ， 故 三 角形 顶点 的 纵 标 为 
| _1%b) 2 和 -44 
WE nl SH 6d 3h 
绘 出 Nz 的 影响 线 ， 如 图 8.9(c) 所 示 。 
同 理 ， 做 截面 I- 工 ， 以 结 点 4 为 矩 心 ， 利 用 平衡 方程 > M, =0， 得 
M" 
Ns= (8-17) 
绘 出 Ns 的 影响 线 ， 如 图 8.9(d) 所 示 。 
(2) 作 Ns 和 N34 的 影响 线 。 
欲 作 斜 杆 Ns 的 影响 线 ， 可 先 作 万 3(23 斜 杆 了 方向 的 分 量 ) 的 影响 线 ， 然 后 将 其 纵 坐 
标 乘 以 比例 系数 4 十 和 而 得 到 。 


利用 截面 IT- I ， 当 Pi=1 在 结 点 1 以 左 移动 时 ， 取 截面 以 右 为 脱离 体 ， 由 》 已 =0， 









































得 
人 = 一 Ps (8-18) 
当 Fl 在 结 点 3 以 右 移 动 时 ， 取 截面 以 左 为 脱离 体 ， 由 》 已 =0， 得 
b=F, (8-19) 


a 
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标的 直线 。 综 上 绘 





当 Fl 在 结 点 1 和 3 之 间 移 动 时 ， 影 响 线 为 连接 结 点 1、3 处 纵 和 4 


出 万 ; 的 影响 线 ， 如 图 8.9(e) 所 示 。 
可 将 式 (8-18)、(8-19) 合 并 为 一 式 。 


Vs= Fo 


式 中 Fj 为 相应 简 支 梁 在 结 点 1、3 之 间 的 剪 力 。 
同 理 ，Na 的 影响 线 方程 可 利用 截面 I-I， 由》 已 =0 求 出 。 




















PF 为 相应 简 支 梁 在 结 点 3、5 之 间 的 前 力 。 绘 出 N34 的 影响 线 ， 如 图 8.9() 所 示 。 





式 叶 
(3) 作 Ns6 的 影响 线 。 
当 Pr=1 沿 下 弦 移 动 时 ( 称 为 下 承 枯 架 )， 由 结 点 6 的 平衡 条 件 可 知 ，Ns6 始 终 为 零 杆 。 
此 时 Ns6 的 影响 线 与 基线 重合 
若 Fr1 沿 上 弦 移 动 ( 
于 其 他 结 点 时 ，Nse=0， 因 





称 为 上 承 析 架 )， 则 当 荷载 位 于 结 点 6 时 x 3N, =-1; 当 Fj1 位 
此 ，Ns6 的 影响 线 为 一 个 三 角形 ,如 图 8.9(g) 所 示 。 





Ny 影响 线 





N34 影响 线 


Ns 影响 线 








8.5 利用 影响 线 计算 量 值 


影响 线 描述 了 单位 移动 荷载 作用 下 某 一 量 值 (影响 量 ) 的 变化 规律 ， 当 有 移动 荷载 组 或 
可 任意 间断 布置 的 分 布 荷 载 作用 时 ， 上 述 量 值 可 以 利用 影响 线 根据 县 加 原理 求 得 。 














是 
设 结构 上 有 一 组 集中 荷载 Fn，Fps，…，F, 作用， 如 图 8.10(a) 所 示 ， 量 值 $ 的 影响 
线 如 图 8.10() 所 示 ， 其 在 荷载 作用 位 置 的 纵 坐标 分 别 为 mw，m，…， 区 。 此 时 ， 集 中 荷载 











组 所 产生 的 影响 量 8 应 等 于 各 荷载 产生 影响 量 的 代数 和 ， 即 有 
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S=y Fy, 
若是 有 如 图 8.11(a) 所 示 的 分 布 荷载 作用 ， 根 据 未 分 原理 ， 影 响 量 8 可 以 表达 为 
S=| CDndx 
当 为 均 布 荷载 即 g(x)= go 时 ， 则 上 式 成 为 


5 中 





式 中 40 表示 8 影响 线 在 均 布 荷载 范围 内 面 





ss 






【 例 8-3】 ” 试 利 用 影响 线 求 如 
解 : 先 分 别 作出 Mc 和 Foc 
根据 县 加 原理 ， 可 算得 





*180°* 














的 影响 线 间 


ydx =9g4 





(8-20) 


(8-21) 


(8-22) 


积 的 代数 和 ， 即 图 8.11(b) 中 的 阴影 面积 4,- 


5 影响 线 


5 影响 线 


图 8.11 
图 8.12(a) 所 示 剪 支 梁 在 








F 求 出 有 关 的 影响 线 纵 坐标 值 ， 如 





图 











图 示 荷 载 作 用 下 Mc 和 Foc 的 值 。 


8.12 所 示 。 
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M. =20x10 x096+10x10 x| x0.44+072)x12+3x0.44+04)x2.4| 


=19.2x10 +36x10 =55.2x10N.m 
=55.2KN .m 


1 1 
有 =20xl0x04+10x10? «| Sx(06+02)« 2.4—~=x(0.2+0.4)x 12| 
有 > 


=8x10’ +6x10’ =14x10'N=14kN 


万 =20KN 






q(x )=10kN/m 


1.2m 1.2m 12m 1.2m 12m 
6.0m 

| | 1 ! 
1 1 1 1 
1 ' 1 
1 144 1 
7 

0 0.48 

(b) AM 影响 线 


| 
上 
1 单位 RN:m) 
1 
| 





Foc 影 响 线 


(0 
图 8.12 
8.6 ”最 不 利 茶 载 位 轩 
在 结构 设计 中 ， 常 常 需要 计算 出 在 移动 荷载 作用 下 ， 结 构 某 些 最 大 量 值 (包括 最 大 正 
量 值 Swx 和 最 大 负 量 值 5,, ) 以 及 产生 这 些 最 大 量 值 的 最 不 利 荷载 位 置 。 
1. 任意 布置 的 均 布 荷载 
在 设计 中 ， 一 般 将 楼 面 活 载 ， 如 人 群 、 施 工 荷载 和 一 些 可 移动 的 设备 等 简化 为 可 以 任 


意 间 断 布置 的 均 布 荷载 来 考虑 。 此 时 ， 使 某 一 量 值 8 达到 最 大 值 的 最 不 利 活 载 分 布 可 以 利 
用 影响 线 来 确定 。 由 式 (8-22) 可 知 ， 当 均 布 活 载 满 布 相应 影响 线 的 正 号 区 时 ，$ 即 取得 最 
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大 值 ， 反 之 ， 当 均 布 活 载 满 布 相应 影响 线 的 负 号 区 时 ，S 取得 最 大 负 值 。 例 如 ， 对 于 如 图 
8.12(a) 所 示 的 多 跨 静 定 梁 ，Mop 的 影响 线 如 图 8.12(b) 所 示 ， 欲 求 在 均 布 活 载 作 用 下 截面 刀 
的 最 大 正 弯 矩 和 最 大 负 棍 矩 ， 则 最 不 利 活 载 的 布置 应 分 别 如 图 8.12(c) 所 示 。 确 定 了 均 布 活 
载 的 最 不 利 布置 后 ， 便 可 应 用 静 力 学 方法 或 是 直接 利用 式 (8-22) 求 得 相应 的 最 不 利 值 。 




















Ss 
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2. 系列 移动 集中 荷载 组 

借助 于 某 一 量 值 8 的 影响 线 ， 可 以 直接 确定 单个 集中 荷载 使 8 达到 最 大 正 值 或 最 大 负 
值 时 的 作用 位 置 。 只 需 将 该 集中 荷载 置 于 影响 线 正 、 负 纵 坐 标 值 最 大 处 即 可 。 对 于 系列 集 
中 荷载 组 ， 例 如 汽车 、 平 板 拖车 和 火车 等 ， 移 动 荷载 组 作用 的 情况 ， 则 应 先 分 析 什么 样 的 
荷载 作用 位 置 有 可 能 使 量 值 S 取得 极 值 ， 然 后 再 从 这 些 位 置 中 确定 最 不 利 荷载 位 置 。 
图 8.13(a) 表 示 一 组 间距 不 变 的 移动 荷载 ; 图 8.13(b) 表 示 某 一 量 值 5 为 一 个 三 角形 的 
影响 线 ， 影 响 线 两 直线 段 的 倾角 分 别 记 为 a,、a,， 均 以 逆 时 针 方向 为 正 。 其 中 

S=Fpy + Fpy t+ Fpiy; +***+ Fpny, 
当 荷 载 组 移动 一 个 微小 距离 Ax 时 ，S 的 安 化 于 六 
AS = FpAy + FrsAy, 十 … 十 Fi “+ Fp,Ay, 
























































= (天 十 已 + 十 已 本 Ax— a (8-23) 





式 中 4 thn 和 一 = tan oo 均 为 常数 ， Pe 而 括号 


A 数值 分 别 代表 作用 于 左 直线 和 右 直 线 的 部 位 的 移动 荷载 = 
量 值 8 取得 极 值 的 条 件 是 当 荷 载 组 作 微小 移动 时 AS 发 生变 号 。 由 式 (8-23) 可 以 看 出 ， 
俏 车 在 荷载 移动 过 程 中 作用 于 左 直线 和 右 直 线 部 位 的 荷载 数量 保持 不 变 ， 则 式 (8-23) 括 号 
A 保持 为 常数 ， 这 样 就 不 可 能 发 生 AS 变 号 的 情况 。 或 者 说 ， 要 使 AS 变 号 就 必须 有 一 个 集 
中 荷载 越过 影响 线 的 顶点。 于 是 便 得 到 守 条 重要 的 结论 :在 荷载 总 数 不 变 时 ， 量 值 8 取得 
极 值 的 必要 条 件 是 有 一 个 集中 荷载 恰好 作用 于 影响 线 的 顶点 = 

如 果 在 荷载 应 动 过 程 中 AS 由 正 值 转 为 负 值 ， 则 量 值 5 取得 一 个 集 大 值 。 假 设 8 取得 
极 大 值 发 生 在 某 集中 荷载 5 作用 于 影响 线 顶 点 时 ， 则 该 集中 荷载 便 称 为 量 值 5 的 一 个 临 
界 荷载 ， 记 为 到 ;其 对 应 的 荷载 位 置 就 称 为 临界 位 置 。 若 以 对 多 和 刀 P! 分 别 记录 
万 ,以 左 和 以 右 的 荷载 之 和 ， 则 由 式 (8-23) 可 得 三 角形 影响 线 时 ， 使 量 值 S 取得 极 大 值 的 
临界 荷载 判别 式 为 


























之 太 + 及 + 防 . > 
a 
Dm 有 本 + a 
a b 

上 式 表明 : 临界 位 置 的 特点 是 有 一 集中 荷载 。 作 用 于 影响 线 的 顶点 ， 将 记 入 哪 一 侧 
( 左 侧 或 右 侧 )， 则 哪 一 侧 荷载 的 平均 集 度 就 大 些 。 

利用 式 (8-24) 虽 可 确定 临界 荷载 ， 但 有 时 临界 荷载 可 能 不 止 一 个 ， 此 时 可 将 相应 的 极 

值 分 别 算出 ， 其 中 最 大 的 极 值 就 是 量 值 8 的 最 不 利 值 ， 而 相应 的 荷载 位 置 即 为 移动 荷载 组 

的 最 不 利 荷 载 位 置 。 一 般 地 说 ，S 的 最 不 利 值 是 在 数值 较 大 而 又 比较 密集 的 集中 荷载 作用 


(8-24) 





















































于 影响 线 的 顶点 时 发 生 的 。 因 此 ， 在 按 式 (8-24) 试 算 之 前 可 先 通过 直观 判断 排除 部 分 荷载 ， 
从 而 减轻 计算 工作 。 





3 


"184 结构 力学 简明 教程 














5 影响 线 





w¥ 








(b) 


图 8.14 
有 关 确 定 最 不 利 荷载 位 置 的 问题 还 需要 明确 以 下 几 点 。 


1 1 1 
1 上 
1 | 1 @ 
! | | 
! : | Mo 影响 线 
1 
i® I 
| 1 | 
| 本 


(D 若是 均 布 移动 荷载 作用 的 情况 ， 则 量 值 8 是 荷载 作用 位 置 参数 x 的 二 次 函数 ， 其 


最 不 利 茶 增 位 置 可 按 一 般 求 极 值 的 方法 ， 由 92 = 0 的 条 件 确定 。 
(2) 若 移 动 荷 载 组 中 同时 包含 有 和 集中 荷载 和 均 布 荷载 ， 则 对 于 集中 








进行 确定 。 
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荷载 通过 影响 


线 的 


页 点 时 ， 临 界 荷载 应 按 式 (8-24) 来 判断 ; 而 对 于 均 布 荷载 则 可 通过 上 一 条 求 极 值 的 方法 来 


(3) 对 于 量 值 8 影响 线 有 多 个 极 值 点 的 情况 ， 量 值 8 取得 极 值 的 条 件 是 有 一 个 集中 荷 





载 恰好 作用 于 影响 线 的 某 一 个 顶点 。 对 于 此 种 情况 也 可 通过 式 (8-24) 分 别 对 各 种 可 能 
的 情况 进行 试 算 ， 从 而 确定 $ 的 最 不 利 值 和 移动 荷载 组 的 最 不 利 荷载 位 置 。 在 计算 量 比较 


bt 现 


第 8 章 影响 线 及 其 运用 “185 





大 的 情况 下 可 以 通过 相关 的 计算 机 商用 软件 进行 计算 。 

(4) “无 论 移动 荷载 的 移动 方向 如 何 (从 左 向 右 运 动 或 从 右 向 左 运动 )， 所 得 临界 荷载 的 
判别 式 是 相同 的 ， 所 求 得 的 最 不 利 荷载 位 置 以 及 量 值 8 的 最 不 利 值 也 是 相同 的 。 
【 例 8-4】 求 如 图 8.15(a) 所 示 移 动 荷载 作用 下 B 支 座 的 最 大 压力 值 。 
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图 8.15 


已 知 :PPpi=Fm=295kKN，Fp=Fpi=435kN。 
解 ， 做 Fe, 的 影响 线 如 图 8.15(b) 所 示 ， 利 用 式 (8-24) 判 断 临界 荷载 。 当 Fps 作 用 于 B 
点 时 ， 有 
295+295 _ 435x2 
6 6 
295 、295+435x2 
6 6 
故 Pr? 不 是 临界 荷载 。 当 Fps 作 用 于 B 点 时 ， 有 
295+435 、435 
6 6 
295 _ 435+435 
6 6 
故 Fps 是 临界 荷载 。 经 直观 判断 ，Fpl 和 Fps 显然 不 可 能 是 临界 荷载 。 
下 面 计算 Fp, 的 最 大 值 (Fp)wax， ys=0.75，y1=1，y4=0.625 
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( 感 ) = 2 Fay, 
=295x0.75+435x1+435x0.625 
=298.125KN 





8.7 简 支 梁 的 内 力 包 络 图 和 绝对 最 大 弯 矩 





上 一 节 中 介绍 了 确定 最 不 利 荷载 位 置 和 求 某 量 值 最 大 值 的 方法 ， 依 此 可 以 求 出 梁 中 任 
指定 截面 的 内 力 最 大 值 。 但 是 ， 在 结构 设计 中 只 算出 某 个 指定 截面 的 内 力 最 大 值 是 不 够 
的 ， 还 需要 知道 全 梁 各 个 截面 的 内 力 最 大 值 。 连 接 各 截面 内 力 最 大 值 的 曲线 称 为 内 力 包 络 
图 。 简 支 梁 的 内 力 包 络 图 包括 弯 矩 包 络 图 和 剪 力 包 络 图 ， 能 分 别 表示 梁 中 各 截面 弯 矩 和 剪 
力 变 化 的 极限 范围 。 

如 图 8.16(a) 所 示 为 一 吊车 梁 ， 承 受 吊车 作用 ， 吊 车 轮 压 如 图 8.16(b) 所 示 。 不 计 吊 车 梁 
自重 ， 现 绘制 其 弯 矩 包 络 图 。 首 先 将 梁 分 成 若干 等 份 ， 然 后 利用 影响 线 计算 每 一 分 点 截面 
的 最 大 弯 矩 值 ， 并 在 图 上 绘 出 纵 坐 标 ， 最 后 将 各 纵 坐 标 项 点 连 成 一 条 曲线 ， 就 得 到 该 梁 的 
弯 矩 包 络 图 ， 如 图 8.16(c) 所 示 。 同 理 ， 可 利用 剪 力 影响 线 求 出 各 截面 的 最 大 剪 力 和 最 小 剪 


力 ， 将 最 大 和 最 小 剪 力 的 纵 标 项 点 分 别 用 曲线 连接 \ 就 得 到 该 梁 的 剪 力 包 络 图 如 图 8.16(d) 所 
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过 矩 包 络 图 
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剪 力 包 络 图 
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图 8.16 
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梁 内 所 有 截面 的 最 大 弯 和 矩 中 的 最 大 值 称 为 绝对 最 大 弯 矩 。 它 代表 在 确定 的 移动 荷载 作 
下 ， 全 梁 可 能 出 现 的 弯 矩 最 大 值 。 由 于 事先 不 能 确定 绝对 最 大 弯 矩 所 在 截面 的 位 置 ， 因 
此 不 能 按照 前 述 求 最 不 利 荷载 位 置 的 方法 来 计算 。 我 们 从 另外 的 途径 进行 分 析 。 

在 上 例 中 我 们 可 以 清楚 地 看 到 ， 当 一 组 移动 荷载 作用 在 简 支 梁 上 时 ， 其 最 大 弯 矩 并 非 
出 现在 简 支 粱 的 中 点 。 下 面 我 们 来 求 一 下 简 支 梁 的 绝对 最 大 弯 矩 。 所 谓 简 支 梁 的 绝对 最 大 
弯 矩 ， 是 指 简 支 梁 的 任意 截面 上 可 能 出 现 的 最 大 弯 矩 。 实 际 上 ， 它 应 该 就 是 简 支 梁 弯 矩 包 
络 图 中 的 最 大 纵 坐 标 值 。 从 图 8.17 中 可 见 ， 它 通常 是 发 生 在 跨 中 附近 。 寻 找 并 确定 绝对 

最 大 弯 矩 这 一 问题 的 基本 特点 是 : 截面 的 位 置 和 荷载 位 置 都 是 未 知 的 ， 即 这 两 者 都 是 变化 





















































从 上 一 节 的 分 析 可 知 ， 当 内 力 影响 线 为 三 角形 时 ， 其 最 不 利 荷载 位 置 必 定 发 生 在 移动 
荷载 组 中 的 一 个 临界 荷载 Pv 恰好 位 于 影响 线 的 项 点 ( 即 截面 所 在 点 ) 时 。 由 此 便 可 推理 ， 
绝对 最 大 弯 矩 必定 发 生 在 某 一 临界 荷载 之 下 。 根 据 这 一 推理 ， 就 可 以 通过 试 算 结合 解析 的 
方法 确定 简 支 梁 的 绝对 最 大 弯 矩 。 即 先 通 过 判断 确定 哪 几 个 荷载 之 下 可 能 产生 绝对 最 大 弯 
矩 ， 再 根据 任 一 荷载 Pr; 下 截面 弯 矩 随 荷载 移动 而 变化 的 规律 疏 分 别 求 出 上 述 临界 荷载 之 
下 的 截面 最 大 弯 托 。 
































图 8.17 


设 简 支 梁 上 作用 有 移动 荷载 如 图 8.17 所 示 。 用 x 表示 某 一 指定 荷载 Fp; 至 4 支 座 的 距 
离 ，a 表示 该 指定 荷载 Fp 至 梁 上 荷载 合力 Fg 的 距离 ，M; 表 示 Fp; 左 边 的 荷载 对 Fp; 作 
点 的 力矩 ， 它 是 一 个 与 x 无 关 的 常数 。 此 时 ，Fw 截 面 的 弯 矩 MK 可 表示 为 
M,=F,x—M, = (x) M 

















MM. 取得 极 值 的 条 件 为 
i " 
dr I 
得 
1 一 Q 
0 (8-25) 
或 
Xx=l—x—a (8-26) 
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式 8-25 表明 : 当 Fr 与 合力 Fg 恰好 位 于 梁 的 中 点 两 侧 的 对 称 位 置 时 ，Fp; 所 在 截面 的 弯 矩 
达到 最 大 值 
EY, (8-27) 
i 人 
根据 上 述 结论 ， 就 可 以 将 需 作 试 算 的 各 个 荷载 之 下 的 最 大 弯 矩 分 别 求 出 ， 将 它们 加 以 
比较 ， 便 求 得 绝对 最 大 弯 矩 。 因 为 简 支 梁 在 吊车 移动 荷载 作用 下 的 绝对 最 大 弯 矩 通常 发 生 
在 梁 的 跨 中 附近 ， 所 以 一 般 情况 下 使 梁 跨 中 发 生 最 大 弯 和 矩 的 临界 荷载 ， 也 就 是 发 生 绝对 最 
大 弯 矩 的 临界 荷载 。 
应 当 注 意 的 是 : Fk 是 梁 上 实 有 荷载 的 合力 。 在 移动 Fp; 时 梁 上 实 有 蓓 载 的 个 数 可 能 有 
增 有 减 ， 这 时 就 需要 重新 计算 合力 Fx 的 数值 和 位 置 。 
【 例 8-5】 试 求 如 图 8.18 所 示 吊 车 梁 的 绝对 最 大 弯 矩 。 其 中 Fm=Fm=Fm=Fm=200kN。 
解 : 经 分 析 不 难看 出 ， 在 四 个 荷载 中 ，Fps、Fp; 为 可 能 使 跨 中 截面 C 产 生 最 大 弯 矩 的 
临界 荷载 ， 因 此 ， 可 以 认为 绝对 最 大 弯 矩 将 发 生 在 临界 荷载 ,52 或 五 3 所 在 截面 。 利 用 对 
称 性 ， 只 需 计 算 其 中 一 个 荷载 。 
令 Fp 为 临界 荷载 进行 计算 。 如 图 8.18 所 示 
F, =200x4=800 


= 0 
2 


























a 


M,. =4x200=800kN.m 
因此 ， 绝 对 最 大 弯 算 为 
Fl 0 
M2 Ms 


=800、 16<025) _g00 
16 之 2 


=2107.03KN .m 
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8.8 超 静 定 结构 影响 线 的 概念 


前 面 几 节 讨论 了 静 定 梁 影 响 线 的 做 法 和 利用 影响 线 确定 最 不 利 荷 载 位 置 等 问题 ， 对 于 
超 静 定 梁 ， 欲 确定 其 在 移动 荷载 作用 下 对 某 量 值 8 的 最 不 利 荷载 位 置 ， 同 样 需要 借助 于 影 
响 线 。 

从 前 面 的 讨论 可 知 ， 静 定 梁 的 反 力 和 内 力 影 响 线 都 是 由 直线 段 组 成 ， 只 要 求 出 每 段 直 
线 的 两 个 纵 坐 标 ， 影 响 线 便 可 绘 出 ， 而 且 计算 影响 线 的 纵 坐 标 也 比较 简单 。 但 超 静 定 梁 的 
反 力 和 内 力 影 响 线 不 是 直线 ， 其 纵 坐 标的 计算 和 影响 线 的 绘制 要 繁杂 得 多 。 下 面 我 们 就 以 
某 单 跨 超 静 定 梁 为 例 ， 绘 制 其 支 座 4 的 弯 矩 Mi 的 影响 线 。 

如 图 8.19(a) 所 示 的 单 跨 超 静 定 梁 ， 可 令 Fj=1 至 4 支 座 的 距离 为 x， 将 4 支 座 的 弯 矩 
约束 去 掉 ， 代 之 以 未 知 反 力 M4。 得 到 如 图 8.19(b) 所 示 的 基本 体系 。 考 虑 到 单位 荷载 作用 ， 
力 法 方程 可 写 为 : 





















































M+Aip=0 
式 中 的 系数 和 自由 项 可 分 别 根据 夏 , 图 (图 8.19(c)) 和 MM 图 (图 8.19(d)) 由 图 乘法 求 得 ， 为 : 
d (2 一)( —x)xl 
和 AS 3203 已 


据 此 可 求 得 4 点 弯 矩 的 影响 线 方程 为 ; 
A =_ (2 一 已 (一 oz 
四 2 六 


Ms 
| 


并 可 绘 出 4 点 弯 矩 的 影响 线 如 图 8.19 (e) 所 示 。 








(e) 


图 8.19 
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从 上 例 可 以 看 到 Mi 的 影响 线 是 荷载 位 置 x 的 3 次 函数 ， 使 用 此 法 也 可 以 绘制 出 该 梁 
的 其 它 反 力 与 内 力 影响 线 ， 进 而 可 知 ， 此 梁 的 其 他 反 力 和 内 力 影响 线 都 是 曲线 。 对 于 超 静 
定 的 连续 梁 来 说 ， 这 一 结论 同样 适用 。 
上 述 可 知 ， 超 静 定 梁 的 影响 线 都 为 曲线 。 用 更 力 法 绘制 个 量 值 的 影响 线 时 ， 必 须 解 
算 超 静 定 结构 ， 求 得 影响 线 方程 ， 依 次 求 得 各 等 分 点 处 的 纵 坐 标 ， 再 连 成 曲线 。 显 然 ， 这 
样 绘制 影响 线 将 是 非常 复杂 的 。 
不 过 ， 在 房屋 建筑 工程 中 ， 通 常 所 遇 到 的 连续 粱 承受 的 活 载 多 为 可 动 均 布 荷载 (如 楼 
面 上 的 施工 荷载 、 人 和 群 和 可 移动 的 设备 等 )， 这 时 只 需要 知道 影响 线 的 轮廓 就 可 确定 其 最 
不 利 荷载 位 置 ， 而 不 必 求 出 影响 线 纵 坐标 的 具体 数值 。 而 由 前 述 可 知 ， 用 机 动 法 可 以 不 经 
具体 计算 就 能 绘 出 影响 线 的 轮廓 线 ， 这 对 于 连续 梁 的 设计 计算 将 带 来 很 大 的 方便 。 下 面 介 
绍 用 机 动 法 作 连 续 梁 影 响 线 的 方法 。 

设 有 一 n 次 超 静 定 连续 梁 如 图 8.20(a) 所 示 ， 欲 绘制 其 上 某 指定 量 值 忒 (例如 Mx) 的 影 
响 线 ， 可 先 去 掉 与 敌 相 应 的 约束 ， 并 以 称 葵 代 其 作用 ， 如 图 8:20(b) 所 示 。 求 政 时 ， 即 
以 这 一 去 掉 与 黎 相 应 约束 后 所 得 到 的 -1 次 超 静 定 结构 作为 按 力 法 计算 的 基本 体系 。 根 
据 原 结构 在 截面 K 处 的 已 知 位 移 条 件 ， 可 建立 如 下 的 力 法 典型 方程 
GukXx +Agn 0 D 




































































故 得 
及 人 
QA KK 
由 位 移 互 等 定理 ，As = Apx， 于 是 年 式 可 改写 成 
TI Am 9 
x X= Gi Ww 罗 
式 中 6 代表 基本 结构 上 由 于 Tl 的 作用 ， 在 截面 玉 处 沿 欢 方 向 所 引起 的 相对 位 移 如 
图 8.20(c) 所 示 。、 这 是 天 个 常数 且 恒 为 正 值 > AAix 代表 由 于 亏 =1 的 作用 ， 在 移动 共 载 Fp 
的 方向 上 所 引起 的 位 移 。 它 将 随 着 Fp=1 的 位 置 不 同 而 变化 ， 其 变化 规律 的 图 形 如 图 
8.20(c) 所 示 ， 即 为 基本 结构 由 于 XY. =1 的 作用 所 引起 的 竖 向 位 移 图 。 由 此 可 知 ， 若 将 位 移 


图 Amx 的 纵 坐标 乘 上 常数 ~-L_ 便 得 到 所 要 求 的 允 影 响 线 ， 即 XX 的 影响 线 与 位 移 Amx 图 









































成 正比 。 因 此 ， 位 移 A 图 的 轮廓 即 代 表 了 了 影响 线 的 轮廓 。 
于 连续 梁 位 移 轮廓 线 一 般 可 任 直 观 描绘 出 来 ， 故 依据 上 述 机 动 法 的 原理 ， 无 须 进行 
具体 计算 ， 即 可 迅速 确定 影响 线 的 大 致 形状 。 注 意 到 竖 向 位 移 Ax 图 的 纵 坐 标 是 以 在 粱 各 
线 下 方 的 为 正 ， 而 多 与 Apx 反 号 ， 故 在 用 机 动 法 确定 的 欢 影 响 线 的 轮廓 图 中 ， 应 取 梁 币 
线 上 方 的 纵 坐 标 为 正 ， 下 方 的 为 负 ， 如 图 8.20(d) 所 示 。 
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本 攻 
太 =1 
(a) xX 
基本 体系 
了 7 7 本 








(©) 
ee be 好 EB 
ss DE SSE- 和 :影响 线 
xz Wy Dh 
(d) 
图 8.20 


应 用 上 述 机 动 法 作 影响 线 的 原理 ， 即 不 难 确定 连续 梁 其 他 量 值 影响 线 的 轮廓 。 图 
8.21(a)、 图 8.21(b) 及 图 8.21(c) 分 别 绘 出 了 连续 梁 鹿 力 Fok、 支 座 弯 和 矩 Mc 和 支 座 反 力 
Fgy 影响 线 的 轮廓 。 


© 
© 
6 
?2 6 7 7 a 6 2 
(a) 





Foxr=1 





8.21 





有 了 影响 线 的 轮廓 ， 就 可 方便 地 确定 连续 粱 在 可 移动 均 布 活 荷载 作用 下 的 最 不 利 分 布 
情形 ， 如 图 8.22 所 示 ， 欲 确定 其 跨 中 截面 天 的 弯 矩 Mx 的 最 不 利 荷载 位 置 ， 可 先 绘制 出 
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Mx 影响 线 的 轮 廊 图 再 根据 式 (8-16)， 即 S=g4o， 可 知 将 均 布 活 荷载 布 
部 分 时 ， 即 为 该 量 值 最 大 值 的 1 


时 ， 则 为 该 量 值 最 小 值 ( 即 
理 可 绘 出 Fox 的 最 大 值 的 最 不 利 位置 和 最 小 值 的 最 不 利 位 置 ， 如 图 8.22(d)、 图 
































不 。 
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天 
“ 4 ca Z 
名) 
Meny 
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th) 
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(8) 
Hogeomms 
2 ca Z 罗 罗 
(dj 
FoR Ona 
7 7 7 7 
人 {) 
图 8.22 
8.9 习 题 
1. 影响 线 的 含义 是 什么 ? 它 在 某 一 位 置 的 坐标 代表 什么 物理 意义 ? 
2. 试 从 图 形变 量 的 含义 、 竖 标的 意义 、 量 纲 和 图 形 的 范围 等 方面 说 出 影响 线 与 内 力 
图 之 间 的 区 别 。 
3. 试 说 明 绘 制 静 定 结构 影响 线 有 哪些 主要 方法 ， 并 说 明 这 些 方法 的 主要 步骤 和 各 自 











4. 试 说 明 为 什么 静 定 结构 的 影响 线 都 是 由 直线 段 所 组 成 的 。 
5. 试用 静 力 法 和 机 动 法 绘制 图 示 结 构 中 制定 量 值 的 影响 线 。 
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满 影响 线 正 号 面积 的 
最 不 利 荷载 位 置 ， 当 均 布 活 荷载 布 满 影响 线 负 号 面积 的 部 分 


最 大 负 值 ) 的 最 不 利 荷载 位 置 ， 如 图 8.22(b)、 图 8.22(c) 所 示 。 同 
8.22(e) 所 
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Ma ~ Mc \ Fon\ Foc Fa \ Foc Mc、 Mp, Fop 
(a) (b) 














Fiy、 Fos ~ ME \For 
(f) 


6. 试用 机 动 法 绘制 图 示 多 跨 境 定 梁 中 指定 量 值 的 影响 线 。 





Fp=1 
和 2 对 
| 了 3m 十 -全 二 -| 
Mp ~ Mk ~ Ma 、 Foc、 Fox 
(a) 


Fo=1 
A E 有 


G 
Ab ed Ds 
| 3d 下 3d -| 


Fe \ For ~、 Mc、 
(b) 


7. 试 绘制 图 示 结构 指定 量 值 的 影响 线 ， 并 加 以 比较 。 
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PT Rc Mc. Fl 、 re 
(a) (b) 
8. 试 利用 影响 线 求 下 列 结构 在 图 示 固 定 荷载 作用 下 指定 量 值 的 大 小 。 
ao 40KN 40kN 
| gq=20kN/m 20kN/m 
4 5 是 } 和 1 1 1 b 
7 7 RR “ zx 了 
2m 2m gm | 4m | 
Mec. Foc HAN 
(a) (b) 


试用 影响 线 求 图 示 简 支 梁 在 固定 荷载 作用 下 前 和 Fi 的 值 ， 并 以 静 力 平衡 条 件 较 核 


15kN 


10kNVm 


F 4m a 2m 中 


10. 试 求 图 示 简 支 梁 在 移动 荷载 作用 下 截面 C 的 最 大 弯 矩 、 最 大 正 剪 力 和 最 大 负 前 力 。 








40kKN 60kN 20kN 30kN FF478.5KN Fp2=478.5KN Fs=324.5 Fry=324.5 


2m。 |_2m 2m 














人 2 用 
3m 9m mn 加 
(a) (b) 
li 试 求 图 示 简 支 梁 在 移动 荷载 作用 下 的 绝对 最 大 弯 矩 。 其 中 ， 图 (b) 中 


























Fpli=200kN、Fmp=300kN、Fp3=100kN、Fm=100kN、Fps=100kN 。 
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Fm=3245kKN Fpy=324.5kKN Fm Fr Frs Fm Fps 


4.8m 








(a) 


wi 


